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Theme 1:
Calcul vectoriel, systemes de coordonnées
et dérivation de vecteurs

Nicolas Copernic (1473-1543)

Copernic énonce la théorie selon laquelle le Sdeil
trouve au centre de l'univers, et la Terre, quenl'o
croyait auparavant centrale, tourne autour de lui.

Objectifs :

 Différencier une base et un repére.

e Calculer la norme d’un vecteur, les produits scalat vectoriel entre deux vecteurs.

» Définir une base orthonormée.

e Calculer les projections d’'un vecteur sur les akaa repére orthonormé.

» Définir les systémes de coordonnées cartésienylsdibques, sphériques, intrinseques.

e Calculer les dérivées d'un vecteur de base et derteur quelconque dans un repére
donné.

Tangente et cercle de courbure en un point P dmiabe C
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Questionnaire :

1. Le produit scalaire de deux vecteéset g :

O Est un vecteur perpendiculaire au plan constiardgs deux vecteurs.
O Est un nombre sans dimensions.

O Est fonction deCO 61 ,é) :

O Est fonction deSin(gl ,é) :

O Aucune réponse n’est correcte.

2. Le produit vectoriel de deux vectetgls et g ;

O Est un vecteur perpendiculaire au plan constiardgs deux vecteurs.
O Est un nombre sans dimensions.

O Est fonction deCO 61 ,é) :

O Est fonction deSin(gl ,é) :

O Aucune réponse n’est correcte.

3. Concernant le produit scalaire de deux VeCtéJEH B :
O Si é@): 0, alors les vecteuré etB sont colinéaires.
osialb= 0, alors les vecteura et b sont perpendiculaires.
o alb est caractéristique du périmétre du parallélograroamstruit sud eth.

O alb est caractéristique de la surface du parallélogramonstruit sua et b .
O Aucune réponse n'est correcte

4. Concernant le produit vectoriel de deux vectéjretB :
O Si aXB: 6 alors, les vecteuré et B sont colinéaires.
O siaxb= 6 alors les vecteura et b sont perpendiculaires.
O axb est caractéristique du périmétre du parallélograroomstruit sud etb.

O axb est caractéristique de la surface du parallélogramonstruit sua et b .
O Aucune réponse n'est correcte

Nombre de points : /8 Niveau d'acquisitites connaissances @

©
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Exercices :

Exercice 1 : Produits de vecteurs

Soit les trois vecteursi(1,2,2), b(2,2v/2, 2) etc(0,4/2,4/2).
a) Calculer ||é||” 5”” ¢, et en déduire les expressions des vecteurs resitgy, e, , e, des

directions dea, b etc.
b) En considérant les anglés, g, et §, compris entre O at, calculer :

cosd, = co%eﬂD EC) , COSG, = co%e_a' E;) et cosg, = co{ej E;) :

_ — —

c) Calculer les composantes des vecteu_g's: gxe,u = ng et u_c' = E;xg .
d) En déduire sing,, sing, etsing, . Vérifier ces résultats a I'aide de la question b).

e)Montrer queu,, u,, U, peuvent constituer une base. Cette base esteliece?

Exercice 2 : Dérivation des vecteurs unitaires

ans le repere cartési ,e,e,e|, un pointP se déplace dans le pldxOy). Ses
Dans le repé ssidd (0,6, €, € P se déplace dans le pldxOy). S

coordonnées polaires sgmet ¢.

de, de,
a) Calculer [d—;} et {d—;} en projection dans la base cartésieBneliée aR .
R

b) En deduire les expressions de ces dérivés vectorielles daipade cylindrique .
c) ¢ étant fonction du tempsalculer a I'aide de la question précédente les expressiens

dt it

d) Démontrer que de facon générale, la dérivée de tout vectmitaire n'a pas de
composante sur lui-méme.

e) Montrer gu’il existe un vecteur? tel que :

9| _Gxe, 9% | - Gxe % | _Gxe
dt » dt 4 dt | ?
R R

En déeterminer les composantes. Ce vecteur est le vecteur rotdtiaepére cylindriquR

de, de,
[ e"} et {ﬁ} dansB , en fonction de(jj—f.
R R

par rapport R .
[de,| _~ |dg | -
f) Pourquoi|—2| =0et|—>| =072
dt dt
L R R

cyl cyl

o1 » PUIS en projection s\ .

dt dt

 de, de’ o
g) Calculer K et| —=~ en projection suB
cyl R

cyl
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Exercice 3 : Vecteur vitesse

Le pointP est mobile par rapport au référentiel cartéﬁevéo,a,g,_é) . ses coordonnées

cartésiennegx, y, 2) et cylindriques(p,¢,z) sont fonction du temps.

a) Exprimer {%:l , en projection danB liee aR en fonction de, y etz

b) A partir de cette expressiogcrire {%:l dansB , en fonction dep, d_p @, d¢ et
R

dt dt

z. Pour cela oexprimera x, y etzen fonction deo, ¢ etzpuise,, e, ete, en fonction

dee,, g ete,.

c) Retrouver ce résultat directement a partir de I'expressielO® dansB .

d) Calculerdirectement{%:l dansB.,.

Rcyl
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ANNEXES

Theme 1: Calcul vectoriel, systemes de coordonnées dérivation de
vecteurs

Exercice 1 : Systéme de coordonnées

Cet exercice tres important est d’avantage une tipregle cours déguisée qu’un véritable
exercice. Il faut donc savoir le faire cours fermé

O étant l'origine d'un repere cartésien
R (OQQE) la position d'un poinM de

Tl M
l'espace est définie par le vecteur position R
r=0OM .
oL~ y,
La position de ce pointM peut étre

caractérisée par différents triplets de nombres : x o S
- le triplet cartésienx, y, z
- le triplet cylindrique o, @, z

_— — —

a) Positionnersur un schéma semblable a celui ci-dessus lesurs®, , €, , €,, €, ete,.

b) Rajouter les 6 grandeurs, y, z r, pet ¢. Préciser la dimension physique de chacune
d’elles ainsi que leur domaine de variation respect

c) Donner les composantes du vecteur posiM en projection sure,, e, et e, d'une

part, et en projection su?;), % et € d’autre part.
d) Exprimer p, ¢, r en fonction de, y etz

e) On considére le vecteur déplacement élémentireDonner les composantes de ce
vecteur dans le repéere cartésien a l'aide des blas, y et z et dans le repéere
cylindrique a l'aide des variablgs ¢ etz

f) En déduire a l'aide des variables, y etz d’'une part et des variablgs ¢ etz d’autre
part, les expressions du volume élémentdve et du travail élémentair8W pour une

force de typeE =kr, olik est une constante.

Exercice 2 :Dérivation

Soit le repere orthonormé cartésiBn (Oag_é) associé a la bas® , dans lequel la

position d'un poinM de l'espace est défini par le vecteur posim. On définit alors le
repére cylindriquér (O,B cyl) associe a la base orthonornigg = (ggg)

a) Exprimer le vecteur positiom dansB
b) Exprimer le vecteur positiorOM dansB .
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c) Calculer la vitesse du poir¥l par rapport au référentiel cartésien : {d(d)—tM:l :
R
Exprimer le résultat dar et dans3 .
d) Calculer la vitesse du point M par rapport au réferentiglindrique Rq:
{di—tM} . Exprimer le résultat dais et dansB ;.
R

Theme 2 : Cinématique du point

Exercice 1 : Mouvement circulaire uniforme

Dans le reper® (o@@"e}) un pointP a pour coordonnées polairgs et ¢, telles que

p= 2Acos% avecg =% , OUA et w sont des constantes positivesgét [Og} .

a) Ecrire les équations polaires et cartésiennes de la tosjecTracer celle-ci.
b) Calculer dans la base cylindrique,,, :(ep, &, q), les composantes du vecteur vitesse

B ——

Vor €tduvecteur accélératian, en fonction dep et w.

c) Indiquer la nature du mouvement.
d) Soit le point | (A,0,0). Calculer les composantes dé® en fonction du tempsEn

déduire la relation qui liea,, et IP. Commenter ce résultat.

Eléments de réponse :
a) p=2Acosp ; (x—A)+y = &
b) Vo = Aw(—sin¢gp+ cosﬁg) ;8o =—Auf(cospe, + sir¢§)
c) mouvement circulaire uniforme

d) P = A(cos¢€+ sir¢§); I'accélération est normale et centripete commasisout

mouvement circulaire uniforme

Exercice 2 : Mouvement en spirale

Dans le pIar(xOy) d’un repereR (OQEE) le mouvement d'un poimt est décrit par la
variation de ses coordonnées cartésiennes endaraii temps :

x=be™ coskt ; y=be™ sinkt, olib etk sont deux constantes positives.

a) 1-Déterminer en fonction de: les coordonnées polairgs et ¢ deP.
2- En déduire I'équation polaire de la trajectoire Ee
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3- Représenterla trajectoire.
b) 1-Déterminer en fonction de les composantes polaires du vecteur vitesge .

2-En déduire l'angle a = (@ Vo ) .

3- Indiquer la nature du mouvement (uniforme, accéléré oudeéjar
C) 1-Déterminer en fonction det les composantes polaires du vecteur accélération

AR -
2- Préciserla direction dea, , et représenter ce vecteur sur la figure.

d) 1-Déterminer en fonction de les composantes tangentielle et normalege .
2- En déduire la valeur du rayon de courbure de la trajectoire.

Exercice 3 : Mouvement hélicoidal

Un point matérieM décrit, par rapport a un repere (OELEJE) une trajectoire définie

par les équations paramétriques :

x=bsinwt, y=b(1-coswt) et z=wt, olib et w constantes positives.
a) Donner les coordonnées polairgs et ¢ deH, projeté orthogonal del dans(xOy).

b) Quels sont la trajectoire et le mouvement, ppport R , deH ?

c) Donner les composantes cartésiennes, cylindriques eéhsegues des vecteurs vitesse et
accélération du poirl par rapport &

Eléments de réponse :

a) mouvement circulaire uniforme (wb) de centre (O, h)

.ak a
b =2bsin— etg=—
) P > ¢ >

c) 1- v, =bwcoswte + wsiwte+ w g a,, =-bafsinwte + i cosvte

2- Vi =bwcos%€+ lwsin%_g# e a, . =—bwzsin%§;+ lwzcos%_g

3-Vyr =V2(bw)e; a,, =bafe

Exercice 4 : Manege du "service a thé"

Sur le platead) d'un manege (plateforme circulaire de cefiret de rayorR), on a installé
un disqued), de centreC et de rayorr <R, sur la circonférence duquel est fixé un siége,
repére par le poiril.
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Le plateauP) du manége tourne avec une vitesse angulaire cdes autour de son axe
vertical ascendan©z par rapport a son bati, auquel est associée kérenéfiel galiléen

R (0,6.5.¢).

Le disque@) a, par rapport au plate@l, un mouvement de rotation uniforme, de vitease
autour de I'axe de révolutidtz

On définit les référentielR , (o,a,@’,_g’) lié &), etR (o,é,éfg) lié au siegeM
de (D), avec(é\a) =Q tet (é\é) zwt.

On poseOC = L& (L <Rconstant) eCM =reg, .
a) Définir les vecteurs rotatio@(R , /R ), 2R, /R, ) et (R, /R ).

b) Calculer indépendamment les unes des autres, les VitssgRs/R, ), V,(M.R, /R )

et\7( M /R ).Vérifier la loi de composition des vitesses.

c) Calculer indépendamment les unes des autres, les acoélrésratﬁ(M/RP),
a (MR, IR ), a(MR, /R ) et a(M/R). Vérifier la loi de composition des
acceélérations.

Théeme 3 : Dynamique du point

Exercice 1 : Mouvement rectiligne

Un pointA, de massen et repéré par sa coordonnéeest astreint a se déplacer sur |'@xe
d'un référentiel galiléerR (O,xy2). Il est soumis, dans la directiofOx), a la force

= dx— " :
F :—)lmae“ ou A est une constante positive. A linstart 0, A se trouve erO et
possede le vecteur vitess}= VOEZ avecv, >0.

a) Déterminer I'équation horaire<(t) du mouvement.
b) Tracer le graphe dex(t) et décrire le mouvement.

Réponse x(t) =%(1— e )— existence dex, =-2 (cf. texte 2 du’l semestre).

<
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Theme 4 : Energétique

Exercice 1 : Effet non linéaire sur un pendule éldagjue vertical

Une masselottéd, de massen, coulisse sans frottement sur y 4
une tige horizontal®Ox. Elle est soumise a Il'action d'un
ressort, de raidewt et de longueur a vidg, dont I'extrémité

fixe F est située a une distaritee la tige (Figure ci-contre).

»

On désigne pax I'abscisse dé\ sur la tige, comptée a partir h
deO, projection dd- sur I'axe associé a la tige.

On étudie le mouvement d& par rapport au référentiel A
R =(Oxy2 que I'on supposera galiléen. o

a) Réaliserle bilan des forces s’exercant gurLesexprimer dans la bas ﬁgé) :

b) Montrer que l'expression de I'énergie potentielleAdest :
2
£,(X) = K[XE -1, (x2+h?2)"? + Ioh} si l'origine des énergies potentielles est choési = 0.

c) Que deviente (x) lorsque h=07? Quelle est alors I'équation différentiella &

décrivant le mouvement da? N'a-t-on pas affaire ainsi a un oscillateur hamrque ?
Calculer sa fréquence propre sachant &ue 400 N .nt etm = 0,1 kg.

d) Pourh quelconquegétudier la fonction £,(x) , puis tracer le graphe correspondant.

Quelles sont les positions d’équilibre stablgs
Application numérique calculer X, dans le cas oli= 10 cm et, = 15 cm.

e) A partir du développement au second degré& &) autour dex= X, trouver, a l'aide

du théoreme de I'énergie mécanique, I'expressiondadpulsation des petits mouvements
autour des positions d’équilibre stabf@alculer la fréquence de ces oscillations avec les
données de la question c).

Exercice 2 : Mouvement dans un référentiel non gdéen

. ZA
Une masselotté\, de massam, peut coulisser

sans frottements, sur une tig€ ). Onnoter |
la distanceOA entre I'extrémité de la tige etla | T A

masselotté\ considérée comme ponctuelle.

Cette tige, inclinée de l'anglé par rapport a g r

l'axe Oz du repére galiléeR (O, xy2), tourne

uniformément a la vitesse angulaitg autour Y y
deOz o U Y
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On noteR '(O, X'y z') le repere orthonormé direct lié a la tige, etgudi sur la figure ci-
contre.

A l'instant initial, A est laché sans vitesse initiale a la distarjcet 'on cherche a étudier le
mouvement ultérieur d& dansR .

a) Effectuer le bilan des forces qui s’exercent sur

b) Calculer I'énergie potentielle associée a la force d’ireentientrainement (on prendra
I'origine de I'énergie potentielle en).

c) En déduire I'expression de I'énergie potentielle totE@(r).
d) Déterminer la position d’équilibrer, de I'anneau et discuter de sa stabilité.

e) Donner l'allure de la courbeEp(r). Selon la valeur de, par rapport ar,, discuter des
différents mouvements possiblesAlsur la tige une fois qu'il est laché.

Théme 5 : Oscillateurs

Exercice 1 : Le pendule simple

Un pendule simple est constitué d’'une bille d’adermassen = 50 g suspendue a un fil de
longueurL =2 m. On I'écarte de 4° de sa position d’équdilpuis on la lache sans vitesse
initiale.

1) Etablir I'équation différentielle du mouvement de la masseles frottements sont
négligeables. En déduire la période de I'oscillatio
Elément de réponse y £2.84 s
2) Montrer que la période a bien la dimension d’'un temps.
3) Que vaudrait la période si on avait écarté ledpée de 8° ?
Donnée : g = 9.81 N.ky

Exercice 2 : Le pendule élastigue

Un solide(S), de massen, pouvant coulisser sans frottement sur un raiizootal, est fixé a
I'extrémité d’'un ressort de masse négligeable. ttiaxtrémité du ressort est accrochée a un
point fixe. On repére la position d8) par I'absciss&(t) de son centre de gravité, choisie
nulle lorsque le systéme est au repos. Ax($),est directement I'écart a I'équilibre.

1) Etablir I'équation différentielle du mouvement du sol{&}
2) On écarte le pendule élastique défini précédemiaex, = 10 cm avant de le lacher sans
vitesse initialeDéterminer I'expression de(t).

Elément de réponsex(t) = 0.1cos(22.4t)

Données : m =100 g ; k = 50 N'm





