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| —LA MECANIQUE CLASSIQUE

Mécanigue : comme nom, utilisé depuis la Renaissance qui a emprunté le mot au latin
mecanica pris dans le sens scientifique du grec mékhaniké (sous entendu teckhné), ‘art’ de
construire une machine. Le mot est attesté en francais dés 1559 pour désigner la partie des
mathématiques qui a pour objet la connaissance des lois du mouvement et la théorie de
I” action des machines.

La mécanique est la science du mouvement. Elle a pour but de décrire, d'analyser et de
prévoir la nature des mouvements des corps quelque soit la nature des interactions qui
sexercent entre eux. Son but est donc de décrire et de comprendre le monde naturel qui nous
entoure en essayant de trouver des regles de fonctionnement. Comprendre pour comprendre et
comprendre pour anticiper, pour fabriquer de nouveaux outils, pour une amélioration
matérielle de la vie quotidienne. Dans le but de trouver les lois gouvernant les différentes
modifications que peut subir un corps au fur et a mesure que le temps s écoule, nous devons
étre capables de décrire le changement le plus simple que I’ on puisse observer pour un corps :
la modification apparente de sa position avec le temps, ce que nous appelons le mouvement.

Un corps est en mouvement s'il subit au cours du temps des modifications de sa
position.

Si le corps est de faible dimension par rapport a ses variations de position, on peut
assimiler le mouvement du corps au mouvement d'un seul de ses points, par exemple son
centre. On parle aors de mécanique du point. Si le corps est de plus grande dimension, son
mouvement ne peut plus étre analysé comme étant le mouvement d'un seul point. Cette partie
de la mécanique sappelle la mécanique du solide.

Si I’objet est un liquide, on parlera de mécanique des fluides. Ces trois domaines
interdépendants décrivent un monde sensible, celui que nous appréhendons tous les jours:: ils
forment la mécanique classique. Mais a des échelles auxquelles la perception humaine est
perdue, il faut introduire, et ce fut fait au début du 20°™ siécle, la mécanique quantique (pour
les mouvements a |’ échelle atomique) et la mécanique relativiste (pour les vitesses proches de
lavitesse de lalumiére).

Il existe alors d'autres types de mécanique :
* lamécanique des fluides qui sintéresse aux mouvements des gaz et des liquides ;
* lamécanique céleste qui décrit et prévoit le mouvement des astres ;
* |la mécanique quantique concerne les atomes, les molécules et les corps infiniment petits
* la mécanique relativiste qui ne sapplique qu'a des corps se déplacant a trés grande
vitesse (proche de celle de lalumiére).

Dans ce cours de mécanique du point, nous nous intéresserons a des objets qui font partie
de notre monde sensible et dont les vitesses sont petites par rapport a celle de lalumiere. Les
fondements de cette mécanique dite classique ont été développés par Isaac Newton (1645-
1727) dans son ceuvre majeure Philosophiae naturalis principia mathematica publiée en
1687. Toutefois beaucoup d'autres physiciens et mathématiciens ont contribué a cette science:
Archimede, Galilée, Kepler, Descartes, Huyghens, Laplace, Lagrange, Hamilton, Mach et
Einstein.
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Il —L A MECANIQUE DU POINT

Cette mécanique concerne I’ étude d’ objets de taille suffisamment petite (par rapport aux
distances parcourues) pour pouvoir les assimiler a des points. Par rapport a un solide de taille
non ponctuelle (mécanique du solide), cette situation conduit a une étude plus simple puisgue
I’ étude du mouvement de tels objets ne nécessite pas de prendre en compte les phénomenes de
rotation de I’ objet sur lui-méme et qui ont bien sir une influence sur le comportement du dit-
objet lorsqu’il est soumis a une force. Si on voulait étre plus précis, on pourrait parler de
mécanique du point matériel pour signifier qu'il va s'agir d éudier le mouvement d’ objets
ponctuels de par leur taille et dotés d’une masse, donc des objets d’ étude bien réels et non
d'un point au sens mathématique. On part donc sur une éude simplifiée qui permet de poser
des bases de connaissances fondamentales et de raisonnement : un électron ou un satellite,
soumis aux forces caractéristiques qui agissent sur eux, seront |égitimement assimilés a des
points matériels vu les dimensions mises en jeu.

[l —LA CINEMATIQUE
La cinématique va décrire I'évolution de la position d un objet au cours du temps et de sa
vitesse mais aussi décrire latrgjectoire suivie par cet objet.

La cinématique est la partie de la mécanique qui éudie le mouvement d'un objet
indépendamment des causes qui ont donné naissance a ce mouvement.

La premiére partie consiste en I’ é&ude du mouvement (Kinema=mouvement) d’un objet
indépendamment des causes qui en sont a |'origine (donc les forces et donc la masse
n’'interviennent pas). Ceci doit donc permettre de connaitre a chaque instant la position et la
vitesse de I’ objet (donc des fonctions de t) mais aussi la trgjectoire (indépendante du temps).
Cette étude nécessitera donc d'introduire la notion fondamentale de référentiel puisque vous
savez bien que la vitesse d'un objet n’a de sens que par rapport a une référence : la vitesse
d’un conducteur de voiture est de 80 m.h-1 pour un observateur immobile au bord de la route
mais est nulle pour passager qui |I’accompagne ou va 800km.h-1 pour |’ observateur dans
I"avion survolant la route.

Il faudra corrélativement se poser la question de I'existence simultanée de plusieurs
référentiels et de leur mouvement relatif (le référentiel de I’ observateur au bord de la route et
le référentiel du passager par exemple).

A cette notion physique de référentiel, il sera essentiel d’gjouter la notion mathématique de
repére. En effet, qui veut décrire une position, une vitesse ou une accélération devra connaitre
la norme mais aussi la direction de mouvement ains que le sens de celui-ci. La notion de
Vecteur que vous connaissez bien sera |a pour intégrer toutes ces informations (vecteur
position, vecteur vitesse, vecteur accélération). Or, des vecteurs sont difficilement
manipulables. Ce que I’on aime bien, ce sont les relations scalaires (entre nombres) car elles
donnent des équations que les mathématiques nous enseignent a résoudre. En projetant les
vecteurs sur des bases (ou des reperes, on verra la nuance plus tard), une égalité de vecteur
conduira a 3 égalités entre nombre (dans le cas d'un mouvement dans les 3 directions de
I’espace). |l faudra donc présenter différents types de repéres couramment utilisés en
mécanique.
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IV —LA DYNAMIQUE

Indépendamment des causes signifie indépendamment des forces et donc
indépendamment de la masse puisque vous connaissez la relation fondamentale: F = ma.
Mais s I’on veut aler plus loin en introduisant les forces qui agissent sur le point (et en
mécanique du point, il 'y a que des forces extérieures et forces intérieures), on rentre alors
dans la partie dynamique (dynamique car les forces créent de I'accélération qui crée de la
dynamique: ¢a va plus vite, ca ralentit, ..). C'est dans cette partie que I’on sera amené a
présenter les lois de Newton et notamment la deuxiéme loi désormais appelée loi
fondamentale et a parler aors de la différence entre un référentiel galiléen et un référentiel

non galiléen.

V —L’ENERGETIQUE

Si I’on souhaite déplacer I’ objet, il faut aussi déplacer avec lui les forces qui agissent sur
lui lors du déplacement. Par exemple, la force poids: s I'on monte I'objet, cette force
soppose au mouvement alors que s on le baisse, elle nous aide. Le déplacement
s accompagne donc pour nous déménageur, d'un colt ou d'un gain dénergie di au
déplacement : le travail de la force en question. Nous verrons aors que I’ on peut distinguer
deux sortes d'énergies: I'énergie cinétique (et non pas cinématique : la masse est présente
maintenant) et son fameux 1/2mv2 que vous connaissez bien généralement et |'énergie
potentielle, que vous connaissez aussi mais généralement de facon plus confuse. Ces deux
formes d énergie sont les deux contributions a I’ énergie totale que I'on appelle I’ énergie
mécanique. Aux énergies cinétique et meécanique sont associées des théoremes trés
importants qui sont autant d’ outils puissants pour résoudre un probléme de mécanique par une
autre voie que laloi fondamentale.
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| - REPERE D'ESPACE ET DE TEMPS

Un objet est toujours en mouvement par rapport a un autre objet. Le repos (absence de
mouvement) et le mouvement sont relatifs au corps qui sert de référence. A ce corps de
référence, il faut associer un repére d'espace et un repére de temps. Le corps servant de
référence a I'étude du mouvement d'un objet associé a ses deux reperes de temps et d'espace
est appelé le référentiel. Le choix du référentiel est donc fondamental. I dépend bien entendu
du type de mouvement que I'on éudie.

Tout mouvement se doit d'étre decrit par rapport a un référentiel qu'il convient de
preciser avant tout.

1.1. Référentiel

Maintenant que I’ on sait repérer la position d’un point, se pose la question du référentiel
d observation qui est cruciale si I’on veut décrire le mouvement, c'est-a-dire une position en
évolution. Prenons une mouche en vol & une personne sur le lit (expérience de Descartes). Si
I’on se place sur le dos de la mouche, on percoit une mouche immobile et un Descartes en
mouvement alors que Descartes est bel est bien immobile sur son lit par rapport aux murs de
la chambre. Il bouge par rapport a la mouche, par rapport au soleil. ...Donc on ne peut pas
chercher a décrire un mouvement s I'on ne sait pas par rapport a quoi on effectue
I’ observation : c'est-adire par rapport a un référentiel ! |l sera donc essentiel de noter
Uyreaeria € NON Uy, pour signaler le référentiel d’ observation. La vitesse sera donc une

grandeur relative.

- Le mouvement d'une boule de pétanque lancée par un joueur pourra étre étudiée
dansle référentiel terrestre (lie alaTerre).

- Le mouvement d'un satellite en orbite autour de la Terre pourra étre décrit dans le
référentiel géocentrique (lié au centre de la Terre et ades étoiles fixes).

- On décrit le mouvement des planétes dans le référentiel héliocentrique (lié au
centre du solell et a des étoiles fixes)

L’ ensemble constitué d un repere detemps et d’ un repére d’ espace est appelé un
référentiel.

Quand est-ce gu'un repére peut aussi servir de référentiel ? Quand les 3 vecteurs unitaires &

qui servent a projeter les autres vecteurs apparaissent fixes au cours du temps pour
I’ observateur observant la scene depuis ce référentiel.

Enfin, rappel ons brievement que les unités de mesure des longueurs et des durées sont, dans e
systéme international, le métre et la seconde. La seconde est la durée de 9192 631 770
périodes de la radiation correspondant a la transition entre les deux premiers sous-niveaux
hyperfins de I’ é&é fondamenta de I’ atome de Césium 133, a la température de OK. Le métre
est la longueur du trgjet parcouru dans le vide par la lumiére pendant une durée de 1/C,
seconde, oul C, = 299 792 458 m.s™.

13
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1.2. Repére de temps

La détermination d'un évenement physique exige non seulement de connaitre sa
localisation spatiale mais auss I'instant t auquel il a lieu. On doit donc disposer d'une
horloge, phénomeéne physique régulier permettant de mesurer des durées et de fixer un instant
d origine. Le temps se mesure a |'aide de cette horloge qui définit une échelle des temps. Les
horloges comptent les périodes de systémes physiques qui oscillent : pendule, oscillateur
électrique a quartz, systeme quantique pour les horloges atomiques.

Il est important pour la mesure des temps que toutes les horloges d'un méme référentiel
soient synchronisées. Le temps associé a un référentiel est unique. L'échelle des temps
nécessite de définir une origine qui est la méme pour toutes les horloges du référentiel.

Le principe Newtonien d'universalité du temps suppose que le temps est un paramétre
universel qui ne dépend pas du choix du référentiel. Il est donc possible de synchroniser
toutes les horloges de I'Univers quelque soit le référentiel auxquelles elles appartiennent.
L’ écoulement des durées est, en Mécanique classique, indépendant du repére d espace
choisi et de son mouvement éventuel.

Lerepére de temps est constitué d’ un instant d’ origine et d’ une échelle de temps

1.3. Repere d'espace

Pour faire de la cinématique, il faut tout d’abord savoir repérer I’ objet en question dans
I’ espace. Cela suppose d’'avoir un point de référence a partir duquel mesurer la distance qui
sépare I’ objet de cette référence mais vous conviendrez que celan’est pas suffisant : s je vous
dis qu'un vélo est passé a 30 meétres de |'entrée du RU, vous ne pouvez pas me dire sans
équivogue sa position. Il faut en plus repérer ce vélo par rapport a des directions. Il faut en fait
introduire la notion de vecteur position, ce qui demande une origine et une base pour projeter
ce vecteur. On appelle repére cet ensemble. (Origine + base).

Pour pouvoir mesurer la position d'un point dans |'espace par rapport a un référentiel
donné, il faut repérer la position de ce point par ces coordonnées. L'espace possédant 3
dimensions, trois coordonnées suffisent. A chaque référentiel on associe un repére

cartésien(O,Q,eT,E). O est I'origine du repere et B, = (ej,ej,et) est une base orthonormée
directe dont les trois vecteurs unitaires sont fixes pour un observateur lié au référentiel A.
Afin de simplifier les notations, le repére cartésien et le référentiel seront notés

indifféremment par A.

L’ ensemble constitué du point O de |’ espace et de 3 vecteurs de base forme un repere
d’ espace.

Fin cours 1

Il —=VECTEUR POSITION

Nous venons de voir que I’ on pouvait maintenant définir les distances et les angles entre
directions. On supposera donc que I'espace physique est euclidien: on définit ainsi les
distances et les angles entre direction. Pour I'unicité des définitions d’angles, on munira

systématiquement cet espace d’une base orthonormée directe notée (5 e, g), associée au

X1y 7z

systéme d'axes rigides (Ox), (Oy), (0Oz). Physiquement, le repérage de la position dans

14
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I’ espace d’'un événement physique impose donc le repérage spatial relativement al’ origine O
choisie, par |’ abaissement de trois perpendiculaires et les mesures des abscisses X, Y, €t z, de
leurs intersections avec les axes, au moyen de regles graduées.

2.1. Vecteur position en coordonnées cartésienne
La position d'un point M est repérée par ses coordonnées cartésiennes qui sont notées

M(x, Y,z danslabase cartésienne By, = (E e, 5).

X1y 1~z

Fig.1 : Coordonnées cartésiennes

Labase B, = (E e, E) est une base fixe dans le référentiel A.

X1y 1~z

Le vecteur position OM sécrit alors dans la base cartésienne :

_—

O—M:x>*157X+y>15Ty+z>«57Z ou OM =, |y (1.1

a

z

Lors du mouvement du point M, les coordonnées du point M, c'est-a-dire (X, Yy, z), vont varier
au cours du temps. On notealors x= f(t) ; y=g(t) ; z=h(t) les éguations cartésiennes
paramétriques du mouvement du point M, appel ées également lois horaires.

Déplacement éémentaire : Le déplacement élémentaire du vecteur position sécrit :

dx
dOM =dx>e, +dy>e, +dz>e, ou dOM =, |dy (12)
dz
- Volume élémentaire : Le volume élémentaire est alors donné par :
d®v = dx>dy xdz (13

15
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2.2. Vecteur position en coordonnées cylindriques
Aprés le choix d'un axe particularisé (Oz), on remplace les coordonnées cartésiennes
(Xm, Ym) par les coordonnées polaires (r, j ) de laprojection P du point M dans le plan Oxy.

L es coordonnées cylindriques du point M sont :
r = OP (norme, toujours positive),

j = (E;@) telque 0£j £2p
Z

La base orthonormée directe cylindrique est formée des trois vecteurs unitaires a : eT et

et. Le vecteur eT&st colinéaire & OP, le vecteur eT est normal au plan OPM. La base

By = (EQE;) est directe.

[ 1
— = = s _'M-
— 2.7z
— '-r":L'!E = ® III..
] .de —
g e.—
- 4-‘
¥ -r
i 7
.-—"t .
é-.ﬁ'. - —- L4 =
s L? dz
i -
F’I_"i"l._.

Fig.2 : Coordonnées cvlindrigues

Pour un observateur lié au référentiel, la base cylindrique qui est définie localement au
point M n'est pas fixe. Les vecteurs unitaires €, et § changent d'orientation quand le point
M se déplace vers M’.

—_—

Labase B, = (a,g,ez) est mobile dansle référentiel A.

La position d'un point M est repérée par ses coordonnées cylindriques qui sont notées
M (r J ,z)Bcw danslabase B, . Les composantes du vecteur position dans |a base cylindrique
sécrivent:

__. |OP+PM '
OM= . . ou OM=, [0 (1.4)
r>e +2>x,

16
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Lors du mouvement du point M, les coordonnées du point M, (r N ,z), vont varier au cours
du temps. Les expressions r = f(t) ; j =g(t) ; z=h(t) définissent aors les équations
cylindriques paramétriques du mouvement du point M, appel ées également lois horaires.

Déplacement éémentaire : Le déplacement élémentaire du vecteur position sécrit :

dr
dOM =dr >g, +r xdj »g +dzxe, ou dOM =, | (15)
dz
- Volume élémentaire : Le volume élémentaire est alors donné par :
d3V = (dr ){r xdj )¥dz) (1.6)

Attention: On utilise souvent les notations (r,q) a la place de (r, j ) pour les coordonnées
cylindriques. Ces notations peuvent engendrer des confusions avec les coordonnées
sphériques.

2.3. Vecteur position en coordonnées sphériques
On remplace encore les coordonnées cylindriques (r, j ) par les coordonnées sphériques
(r, g). On note P la projection du point M dans le plan Oxy.

L es coordonnées sphériques du point M sont :
le rayon vecteur r = OM (norme, toujours positive),

—

lacolatitude q = (ez,m) comprisentre O et p,
I"'azimuth j = (5; @) compris entre 0 et 2p (le méme qu’ en sphérique)

La base orthonormée directe sphérique est formée des trois vecteurs unitaires E,’ : e? et

g . Levecteur e est colinéaired OM , le vecteur e, est perpendiculaired OM et le vecteur

eT est normal au plan OPM. Labase By, = (q,eq,q ) est directe.

Fig.3: fCoordonnées sphérigues
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Pour un observateur lié au référentiel, la base sphérique qui est définie localement au point
M n'est pas fixe. Les vecteurs unitaires E[, g, €t & changent d'orientation quand le point M
se déplace.

Labase B, = (6,86 ) est mobile dans|e référentiel A.

La position d'un point M est repérée par ses coordonnées sphériques qui sont notées
M (r ol )Bs,,h dans labase Bg,,. Les composantes du vecteur position dans la base sphérique

sécrivent:

OM=rx ou OM=;, |0 a.7)

Lors du mouvement du point M, les coordonnées du point M, (r ol ) vont varier au cours du
temps. Les expressions r=f(t) ; q=9g(t) ; j =h(t) définissent aors les éguations
sphériques paramétriques du mouvement du point M, appel ées également lois horaires.

Déplacement éémentaire : Le déplacement élémentaire du vecteur position sécrit :

dr

dOM =dr>e, +rxdq >, +r>€ng>dj X 0ou o . i (1.8)
i r>sing >dj
- Volume élémentaire : Le volume élémentaire est alors donné par :
d3 = (dr)x{r xdq){r xsinq >dj ) (1.9)

Il —CHANGEMENT DE CORDONNEESET CHOIX DE LA BASE

3.1. Changement de coordonnées

Un probléme de mécanique commence toujours par un choix du paramétrage du
probléme adapté a sa géométrie particuliere. |l s agit de repérer le plus petit nombre de
variables indépendantes permettant de décrire complétement |le mouvement étudié.

|; : i
L Bee) L el
\‘_ VJ \ : s / rails

Figure 4 : exemple de mouvement complexe.
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La figure 4 montre un exemple de mouvement complexe : un pendule, fixé au méat d’'un
chariot mobile sur roues. Un tel probléme est cinématiquement paramétré par les données des
trois angles (pour la rotation des roues et du pendule) et d une abscisse yc du centre C du
chariot (pour latranslation par exemple).

La premiére étape pour décrire le mouvement d’ un point consistera donc a choisir les
bonnes coordonnées.

3.1.1 Passage coordonnées cylindriques - coordonnées cartésiennes
D'apres la figure (Fig.2), les coordonnées cartésiennes sexpriment en fonction des
coordonnées cylindriques par projection, selon les relations :

_i,l‘ — /X2+y2

I X=Tr >C0sj |

T . . [. _ &y 0

[y =T >3nj etinversement ] =arctang=-+ (1.10)
{z=7 ! exo

lz=

%z:z

Rappels: Lalongueur correspondant a la projection d’ un vecteur OM sur un axe est égale au
produit scalaire «du vecteur unitaire de I'axe concerné»  avec OM :
e OM ZHQMWH mos(gx >OM ):1><r xcosj . On peut se rappeler également que la

projection d’ un vecteur sur un axe forme un triangle rectangle et qu’il suffit alors d appliquer
les relations sinus et cosinus dans ce triangle pour déterminer les longueurs des cotés.

3.1.2. Passage coordonnées sphériques - coordonnées cartésiennes
D'apres la figure (Fig.3), les coordonnées cartésiennes sexpriment en fonction des
coordonnées sphériques par projection, selon lesrelations :

I X =T1>8N( *Cos]

|
J.
{y=r>dng€nj dinversament = acose 2 (1.11)
¥z=r>cosq : er?
) :atangal—g
7 eXg
Explications :
OP xcosj 0
OM =OP+PM avec @:OP@nj e PM =0
0 r XCosq (1.12)

et OP=r>x3ng=r mos@af%- qg le projeté de OM dansle plan Oxy
e a
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3.2. Choix et changement de la base de projection

La seconde étape pour décrire le mouvement d un point consistera a choisir la base dans
laquelle seront exprimeés (projetés) les vecteurs position, vitesse et accélération.

La figure 4 montre que les vecteurs (vitesse, accélération, etc.) peuvent étre projetés sur
la base (éx,éy) ou sur la base (é, € ); on écrira ainsi naturellement OC =y, €, (avec yc<0

sur lafigure), CS=- h>e, mais M =(x8 ,d ¢ estlalongueur du fil du pendule.

Relativement au référentiel R (Oxyz) ou les vecteurs (ex,éy,éz) de la base sont fixes
(indépendant du temps), les coordonnées des points C, S et M s obtiennent des expressions :

oC = Ye %€,
@zﬁﬂ&zyc X8 - h>g, (ou h est constant)
OM =OC +CS+SM =y g, - hx§ +(>& (ou / est constant).

On voit bien ici que oM possedent des coordonnées qui dépendent des 3 vecteurs unitaires
€.,€,,& qui ne forment pas une base. On doit, pour travailler correctement, écrire les

vecteurs dans la méme base dans la méme base. Pour cela, nous devons utiliser des relations

de changement de base qui permettent d'écrire les vecteurs € = Ax¢ +B>x§, et

T

€& = Ax¢ +B>¢, danslabase (éx,éy). Toutefois, on notera que c'est rarement une bonne

idée de projeter tous les vecteurs rencontrés sur la base cartésienne (éx : éy), en particulier en
présence de mouvement de rotation.

A partir de lafigure 5, on obtient les relations suivantes :

e =cog X +snj X, ; & =-dnj & +cog (1.13)

Nous voyons donc que les deux vecteurs (é, € ) dépendent de lavariable | qui elle-méme

dépend du temps | (t). Par conséquent, la dérivée de ces vecteurs par rapport au temps est
non nulle puisgque les composantes sont des fonctions du temps: (] (t)).

Si on sintéresse aux vitesses, nous avons par dérivation des vecteurs (nous le verrons
ensuite) :

D —

Ucr = Ve >éy ; Ugp = Ye >éy

o aglé o
Pour uy,,, c'est un peu plus compliqué puisque u,, = Y. €, +£><g p = €t que le vecteur
2R

€ n'est pasfixe dans e reférentiel R(Oxyz). Il en est de méme pour le vecteur § .
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Exemple : Projection et dérivées des vecteurs unitaires de la base cylindrique :

Fig.5 : Vecteurs dela base cylindrigue en
Coordonnées cartésiennes

o d
' . Y=
. xxllfftp
et
— e -3
P E*p

Fiq.6 : Dé&rivées des vecteursdela

base

Connaissant les vecteurs (é, € ) exprimés dans la base cartésienne, nous pouvons écrire que :

(1.14)

3
o)

L)
2le

[p1e]
o
—

3
|

9 - O

et

]C)

:J)ﬂ

Q.
—

o0

| —— - snj
i&Rle O .
.I.é d'r =g, |COS]
Gdp =™
I 7,8 0 —
: st RO
wgg [ 9 &
_I_(;__: B |” Sn)
gd 5
€ & 0
Effectuer la dérivée des vecteurs de la base par rapport al’angle j revient donc a faire une
rotation de - du vecteur dérivé (voir figure 6).
Par conséquent :
.:.Q & T = (_arj {’;élg = | *COS]
:|:8 dt ﬂq 8dj ﬂq edt 2R 0
i .. soit
|(;_q: :(;__qi & 0 o |- 18iN]
%8 dt P 8dj P edt g 0
-
On peut donc en conclure que Uy, = Y. >, +/ gﬁz
2R

SOit Uy ,r =Y €, +0% X que

I’on pourra développer pour I’ écrire uniquement dans la base cartésienne ou dans la base
cylindrique. Une expression mécanique peut ainsi faire appel a plusieurs bases de projection ;
il ne s'agit absolument pas d’ un changement de référentiel, qui consiste a changer laliste des

axes réputés fixes.
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3.3. Changement de référentiel

Le changement de référentiel ne doit en aucun cas étre confondu avec les changements
de coordonnées du changement de base de projection. Vu de deux référentiels différents, le
mouvement d’ un méme mobile peut é&tre complétement différent alors que le choix de la base
de projection ou des coordonnées n’a pour but que de rendre plus ssmple la description d'un
méme mouvement.

vie de dessus

Figure 7 : mouvement relatif de deux référentiels

IV - VITESSE D'UN POINT PAR RAPPORT A UN REFERENTIEL

4.1. Vitesse moyenne
Habituellement, on parle de vitesse en termes de vitesse moyenne d’un point, c'est-a-dire
le rapport entre la distance parcourue par la durée du parcours :

u (1.15)

moy

_d
t

Cette définition ne permet pas de connaitre la vitesse du point M a tout instant du
parcours. On a alors recours ala vitesse instantanée.

4.2. Vitesse instantanée
Soit un point M mobile par rapport au référentiel A lié a I'observateur. Le vecteur

—_— — —

position dans le repere cartésien |0,e,,e e) li¢ au référentied A est

LG R VA

O—M:x>€X+y>€y+z>€Z. La vitesse instantanée de M par rapport aA est le vecteur :

—_—

RIOM 0
Un/r :éT: (1.16)
2R

Un point dont la vitesse est toujours nulle est appelé point fixe.

Remarque : la dérivée du vecteur position se fait par rapport au référentiel A. On rappelle que
ne pas mentionner le référentiel n’a aucun sens. A signifieici référentiel et repére cartésien.
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4.3. Composantes cartésiennes du vecteur vitesse
L'observateur étant lié au référentiel, la base cartésenne B¢, est fixe et les vecteurs

unitaires e,,e,,e, sontindépendant du temps.

Comme OM = x>€x+ y>157y + z>€Z , le vecteur vitesse sécrit :

—

alxog —  Rle O aaly & e a8z Rie,

|- O

=+ g + ;xx+—+>e+9— +Eo2 e, + Tz (117
R gdt@ X édtllgh gdt@ Y gdt—><y gdt@ édtaq (1.17)
N —
0 car base fixe 0 car base fixe 0 car base fixe
ou plus smplement, en utilisant la notation « pointée » :
X
Uyr = XX +yXe +2X, OU encore Uyg =g |Y (1.18)
Z

4.4. Composantes cylindriques du vecteur vitesse
Dans la base cylindrique mobile By, le vecteur position sécrit: OM =r >, +z>e,. En
dérivant par rapport au temps :

—_—

3 XRle 0 — o)
Uy g = ed(r>¢e+z>«e =rxe +r % 'T+z><ez+za%|e“ (1.19)
&dt . dt = dt 2
2R R
%/_J
0 car e fixe
soit :
-
Uy g =T X6 +I] Xg +2X, OU encore Uy g e, rj (1.20)
Z
Démonstration :
Uy =F % +1%—7 +7xe SOt Uy,,.= aeclg +2%e, (1.21)
t ~ dj = edt g
2R 8 !Zh

or le vecteur g est mobile dans R et son projeté dépend de la variable j (t). Ce vecteur
n' éant pas fixe dans R, sa dérivée par rapport au référentiel R n’'est pas nulle. Nous avons

*Rje 0
démontré précédemment que (?d— = q Il en résulte que :
2R

Uyjr =T 8 +1 4G +2%, (1.22)
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V - ACCELERATION D'UN POINT PAR RAPPORT A UN REFERENTIEL

5.1. Accélération moyenne
Habituellement, on parle d’accélération en termes de différence entre deux vecteurs
vitesse adeux instantsty et t; :

— U,-U;

a 1.23
o=y (1.23)

Cette définition ne permet pas de connaitre I’ accélération du point M a tout instant du
parcours. On aaors recours al’ accélération instantanée.

5.2. Accélération instantanée
Soit un point M mobile par rapport au référentiel R lié a I'observateur. Le vecteur

—_— — —

position dans le repére catésen |O,e,e e) lié au référentid R est

1 xRy 7
OM = x>€x+ y>€y+ z>€Z . L'accélération instantanée de M par rapport a R est définie par la
dérivée vectorielle du vecteur vitesse, c'est-a-dire le vecteur :

(1.24)

5.3. Composantes cartésiennes du vecteur accél ération
L'observateur étant lié au référentiel R, la base cartésienne B, est fixe et les vecteurs

—_— — —

unitaires (e e e)sontindépendantsdu temps.

X1y 1~z

Comme u,,,, =XX +Yy>e, +2>,, le vecteur accéelération sécrit en dérivant par
rapport au temps le vecteur vitesse :

—

. 2064 256 208 — e O 2,5 230
R T T B S B 0o
% % & &% g % i

Soit
"
aM,R:x><?X+y>«§y+z>€ oOu encore ay g =g, |Y (1.26)
Z

5.4. Composantes cylindriques du vecteur accélération
Dans la base cylindrique mobile Bgy, le vecteur position sécrit OM =r1 xe, +zxe, etle

VECteur vitesse Uy, =1 %€, +1 4 Xg +2>,.
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En dérivant par rapport au temps |'expression de la vitesse :
ay, :é,i(r'>(e_>+r>1"_'+2>(g>)l;I
IR gdt T xq b4 H

R

—_—

Rle ¢ &g 0 . 26 (127)
=g +r & rT+r>1 ><q+r>1 ><q+r>1 x(}—q‘ +2Xez+23&je2i
t ~ gdt = dt
2R R R
0 car e, fixe
Soit :
F-r o2
aym=(1- 1472 +(r o +2r 5§ )3 2, ouencore ayn o, [T A +27 4 | (129)
z
Démonstration :
Rle ¢ _ — 0 .
aM,R—r><e+r><erI+r'>j'xq I Txg +r N _q: Z2xe, (1.29)
r'a:z &
gde erO @J q 0

a, =" +r ;xé— MR e R ;xé—i+z>€;(1.30)
R 8djﬂq tﬂq 8djﬂq tﬂq

or les vecteurs g et eT sont mobiles dans R et leurs projetés dépendent de la variable j (t).
Ces vecteurs n’ étant pas fixes dans R, leurs dérivées par rapport au référentiel R ne sont pas

EQ] O . Equ 0 .
LI e . e
sd & 8 J
Il en résulte que :
aM,R:r">€+r'>j'>€+r'>j'>€+r>j">e=T-r>j'2>€+2>eZ (1.31)

V| —CASPARTICULIER : LA BASE DE FRENET

6.1. Abscisse curviligne
Lorsgue I'on connait la trgjectoire d'un point, il est pratique de le repérer sur cette

trajectoire par son abscisse curviligne s=OM sur la tragjectoire orientée. On associe alors au
point M de latrajectoire un triédre formé par lestrois vecteurs unitaires :

eT appel é vecteur tangent car tangent au point M a latrgjectoire ;

e, vecteur normal car normal a la trgjectoire et orienté vers le centre du cercle de

0 e
rayon Rc tangent alatrajectoire au point M (cercle osculateur) tel que é & =

P Rc
eb appelé vecteur binormal défini par eD = er A eN . Cette base est trés utile lorsque

I”’on connait latrajectoire. Le plan (M E{e—,{) est appelé plan osculateur.
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Fig.8 : Base de Frenet

La base de Frenet est mobile dans le référentid R.

Lors du déplacement de M en M’ sur cette courbe, le point parcourt, au court d’une durée
infinitésmale dt, la distance infinitésimale d¢ = ar] = [MM ou aussi dr = |, o 4ct] . S

cette distance est parcourue dans le sens conventionnel d’ orientation de la courbe, on |” appelle
abscisse curviligne d¢ = ds, sinon on pose d/ = - ds. Ainsi, |I’abscisse curviligne du point M

relativement al’origine O est :

OM =s(M) =y ds

On parle ici de coordonnées intrinseques de M ; il s agit simplement d une mesure de la
longueur de I’ arc de courbure OM, associée a un signe désignant les positions respectives de

Oet M.

6.2. Composantes du vecteur vitesse

Fig.9 : Vitesse dans la base de Frenet

26

Le vecteur vitesse est par
congtruction  tangent a la
trgectoire.

RIOM 0 . &®IOM 0
—— 7 correspond & ¢——=:
é ds % éd

OMEh

et sidentifie & e, car sa norme
tend vers l'unité et son support
tend vers la tangente au point a la
trgectoire.

% est la vitesse scaaire dont le

signe dépend du sens d'orientation
de latrgjectoire.
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La vecteur vitesse sécrit :

—_—

5 Soit  Ju, g SUXE (1.32)

Lagrandeur algébrique u = ds/dt adonc un signe, qui dépend du sens effectif de parcours de
M sur satrgjectoire (C), al’instant considéré.

6.3. Composantes de Frenet du vecteur accélération
Lavitesse sécrit dans la base de Frenet :

Uy r =U X (1.33)
; . En dérivant par rapport au temps cette expression, on
obtient :
s L o SR RIOMO o —¢ _asug — Rlg 0
sy v Ay/r = 7 -~ UG =¢ -+ X5 tu er;
P o dt* 5 édt g &dte dt 5
Fig.10 : Accélération dansla base de
Frenet
Comme:
e O e O 5 e
Sdt 5 Sds g édtg R
On obtient donc :
B = e + U e 1.35
RT g R, N (1.35)
L'accélération se décompose en une accélération tangentielle alatrgectoire :
; :OI—UMETT qui apour norme a; _du (1.36)
dt dt
et une accélération normale alatrajectoire:
— uy? — u?
ay :ExeN qui apour norme a, = — (2.37)

L’accélération tangentielle traduit les variations de la norme de la vitesse alors que
I’ accélération normale traduit I'incurvation de la trajectoire. On rappelle que la longueur R
représente le rayon de courbure de la trgjectoire, c'est-a-dire le rayon du cercle osculateur a
cette trgjectoire au point M.
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Nature du Définition Accélération Accélération Vecteur accélération
mouvement particuliere tangentielle normale
du - u? — du — u® —
quelconque a RO | BT g e R
Bilan :
intégration integration
T __\_--__'-—-._ -"I-H_'__-\---\-"“—-..
e ¥ e
Wacteur vecteur Weoreur
position witesse accelération
.-\-"'—-.____H_____ _'_//‘ E\-\_\-\__"-a_\___'___,-»-"/‘
dérivation ol Fivie B fowr
Calcul dq la norme Calcul dd la norme
b i |
witesse intrinséque accdlération intrinsdgue
Calcul de fa derives
3 o

acceélération tangentielle—= accélération normaile

Fig.11 : Schéma deliaison

VIl - EXEMPLESDE MOUVEMENTSET DE TRAJECTOIRES

7.1. Type de trajectoires
Lorsque I’on étudie le mouvement d’un mobile M relativement au référentiel R, la suite

des positions relatives de M dans R, c'est-a-dire la suite des vecteurs OM , définit une
certaine courbe C appelée trajectoire de M dans R. On peut définir plusieurs types de
trgjectoires mais les plus rependues sont les suivantes :

- Trajectoirerectiligne : latrajectoire est une droite, le rayon de courbure est infini et
la composante normale de |” accélération est nulle.

- Trajectoirecirculaire : latrgectoire est un cercle, latrgectoire est donc plane, le
rayon de courbure est constant.

- Trajectoire curviligne : latrajectoire est une courbe.

- Trajectoire hélicoidale : latrajectoire est une hélice.

7.2. Type de mouvements
On peut définir plusieurs types de mouvements mais les plus rependus sont les suivants:
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- Mouvement uniforme: la valeur algébrique de la vitesse est constante, le vecteur
vitesse n’ est pas forcément constant, seule la composante tangentielle de I’ accél ération
est nulle.

- Mouvement uniformément varié : lavaeur algébrique de I’ accél ération tangentielle
est constante.

- Mouvement accéléré: la valeur algébrique de la vitesse augmente, la composante
tangentielle de I’ accélération est dans le sens du mouvement.

- Mouvement ralenti/décéléré: la valeur agébrique de la vitesse diminue, la
composante tangentielle de I’ accél ération est dans le sens contraire du mouvement.

- Mouvement sinusoidal : une composante de position dépend sinusoidalement du
temps.

- Mouvement en trandlation : le vecteur vitesse est identique en tout point.

- Mouvement en rotation : latrgjectoire du point est circulaire.
Fin Cours 4

7.3. Cas du mouvement uniforme
Un mouvement est uniforme quand la norme de la vitesse reste constante. Dans ce cas

I'accélération tangentielle est nulle : ; =0 (?j—l: =0). S un mouvement est rectiligne et

—_—

uniforme sont accélération est nulle a, =a, =0.

Nature du Définition Accélération Accélération Vecteur accélération
mouvement particuliere tangentielle normale
u=cse u? — u: —
uniforme (norme) 0 g N ay/r = g €y

7.4. Cas du mouvement rectiligne

Les mouvements rectilignes sont caractérisés par une trajectoire rectiligne et donc une
2

gp — _= oo . u
accélération normale nulle a, =0 (I’accélération est purement tangentielle a, :E =0 car

le rayon de courbure est infini). Si a et u ont le méme sens, le mouvement est accéléré,
décéléré dans le cas ou les deux vecteurs sont de sens contraire.

Nature du Définition Accélération Accélération Vecteur accélération
mouvement particuliere tangentielle normale
R®¥ du — _du —
rectiligne o 0 Buir =
rectiligne u=c*
et (norme) 0 0 a,x=0
uniforme R ® ¥

29




Cours de Mécanique du point (Y ann Cressault)

7.5. Cas particulier du mouvement circulaire
Le point M décrit un cercle de rayon R et de centre O dans e plan Oxy. On choisira donc

la base cylindrique pour exprimer le vecteur position: OM = R>€ . On obtient donc les

composantesde u,,,, €t a,,,, dans cette méme base sachant que r = R=Cste (r =0) :

r 0 I"-I‘>j'2 - R>j'2
Uy /r ~ By rjy By R’ et Ay /r By rf +2r > By RY" (1.38)
z 0 z 0
-
/,-"
I\ -
™

Fig.11 : Mouvement Circulaire

| ntroduction de la vitesse de rotation w pour un mouvement circulaire :
On appelle vitesse de rotation w la dérivée par rapport au temps de la position angulaire :

o 0
e dt g,

Le vecteur vitesse de rotation w est défini par :

—_— —

u=wUOM (1.39)

Le vecteur vitesse est donc perpendiculaire au vecteur w et au vecteur position OM.Sile
mouvement circulaire est contenu dans le plan Oxy, le vecteur position est suivant |'axe Oz.
Son sens est donné par la regle du tire bouchon :

W =W e, (1.40)

Z

Ecriture dela vitesse en fonction du vecteur rotation w :

R 0
0 = . |Rw =R (1.42)
0

0
Uk =g, [0 U B,

0

Boy
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Lanorme de la vitesse sécrit alors : u=R"=Rw (1.42)

Ecriture de |’ accélération en fonction du vecteur rotation w:

0
aM,R—ng(WUOM)U é H UOM+ U?O—M: (1.43)
dt - ﬂ:{ Py

P~ — = —  RIOM 0 — .

Sachant que OM =Rxe, , w=w é > =Rwx =R'xg et en appliquant les
xR
regles de dérivation des vecteurs :
édw [~ ~—\u 2 Riw 0 —

=Rxz—xe, Ue |, +Rw e Ue |=Rx¢—+ 1.44
aun = R A Ve )y TR EE - (144

Dans le cas d'un mouvement circulaire et uniforme Qeed_g =0 (vitesse = constante = Rw),

e at g
I'accél ération est donc centripéte :
27 - u?—
.. 2
ayr=-Rw'e =-R'"g =- RS (1.45)

On obtient alors les équations paramétriques du mouvement :

r =R x = Rxcos(wt +j )
OM =5 | =Wt+j, =, |y=Rosin(wt+j ) (1.46)
z=0 z=0

VIl - COMPOSITION DESMOUVEMENTS

8.1. Changement de référentiels

Il est parfois indispensable de décrire le mouvement d'un objet par rapport a différents
référentiels. Le probléme est alors de déterminer les relations entre les vitesses et les
accélérations dans deux référentiels en mouvement |'un N par rapport al'autre. Dans la suite on

considéere un référentiel et son repére associé (O e.e.e ) fixe et le référentiel R’ et son

1 xSy 7

repéere associé (O e.e.e ) mobile.

1 ox Byt g

Le mouvement du second référentiel peut étre décomposeé en deux mouvements: un
mouvement de translation de R’ par rapport a R et un mouvement de rotation de R’ par
rapport a R.

31




Cours de Mécanique du point (Y ann Cressault)

8.2 Référentiels en trandlation

Fig.12 : Référentiels en trandation

Leréférentiel R’ est en trandation par rapport au référentiel R si tous les pointsde R’ ont
la méme vitesse et donc la méme accélération.

Lavitessede R’ est donc celledel'originedu repere: ug, 5

8.2.1. Composition des vitesses dans un référentiel en trandlation
Connaissant la vitesse d'un point M dans le référentiel mobile R’, c'est-a-dire u,, , ON
souhaite déterminer cette vitesse dans le référentiel fixe .

M O ‘0 'M 0 ad (L — . — . .=\
Uvr = ?(;t z = ?(jto H +?(Zit T SUgirt %(XI)QX' tywe, + Z'@Z.)ﬁ (1.47)
2R 2R 2R R
D'ou:
— = .=\.8 de, .de, e 0
Uy/r =Ugyr t (XI)QX' +ye, + zl>ez')+ Qxlydex +yx—L+ Z"‘dez N (1.48)
dt dt dt &

0 car base fixe

Leréférentiel R' étant en trandlation par rapport au référentiel R, les vecteurs ej,e?,ej sont
fixes dansle référentiel R. Il vient donc :

Uy/r = Uoyr T Un/r (1.49)

Exemple : Le marcheur lié au référentiel R’ est en translation par rapport au référentiel R. La
pluie tombe verticalement par rapport & R mais tombe inclinée par rapport au marcheur qui
doit donc incliner son parapluie.

Gl = VoV

0 o e

Fig.13 : Référentiels en trandation
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8.2.2. Composition des accélérations dans un référentiel en translation
Ladémarche est similaire :

_®I’OM O _&®’00'0 &®OMO _ édz(,—» — =Y
WnTE g - & gz L YE gr L ot gy W HYR 2Ry (150
t* & t* 5 5 &at Ok
D'ou:
— — .—)\. 2 d%,  d%, 2¢. 0
Ay /r = A/r +(X'>ex, + %, +2'>ez,)+ Qx'vd ix +yx— +z'Vd EZ - (1.51)
dt dt d’

0 car base fixe

—_—

Leréférentiel R’ étant en translation par rapport au référentiel R, les vecteurs ej,ej,er sont
fixes dansle référentiel R. Il vient donc :

Au/r = 8yr T /R (1.52)

8.3. Ré&férentiels en rotation

e

Fig.14 : Référentiels en rotation

Le référentiel R’ est en rotation par rapport a un axe lié au référentiel R (ici I'axe Oz). Tous

les points de cet axe ont donc une vitesse nulle. Le vecteur vitesse de rotation Wrir est dirigé
selon I'axe de rotation et son sens est donné par la regle du tire-bouchon.

Considérons un vecteur arbitraire, éventuellement variable, défini par ses projections sur la
basedeR : U =U,& +U & +U,8 . Lorsdel’ éude des variations de ce vecteur au cours du

temps, on peut adopter deux points de vue selon que |’ observateur est fixe dans R ou fixe dans
R’. Nous prendrons ici le cas ou I’ observateur est fixe de R. Par conséquent, les vecteurs

(ex &, é;) ne sont pas fixes pour cet observateur. La formule de Bour nous donne alors:
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8.3.1. Composition des vitesses dans un référentiel en rotation
Connaissant la vitesse d'un point dans le référentiel en rotation R’, c'est-a-dire u,, 5 , ON

souhaite déterminer cette vitesse dans le référentiel fixe R. Les origines des deux reperes O et
O’ restent confondues.

M O 00'0 M O 4 — — —\
Um/r = (E&l T = g0 H +(®O M T = e_d(xlex' +y%e, + Zl>ez')ljl (1.53)
Cdt 5 S o5 & o Bt .
0 car confondus
D’ou
. @ de de, e 0
Uyr = X8 + Y%, + 2%, + Qx'vd S 4 y'x—2 + z'vdeZ N (1.54)

dt dt dt

2R

Um/r

Le référentiel R' étant en rotation par rapport au référentiel R, les dérivées des vecteurs

—_—— — —_— —_—— —

e..e,, e, sexpriment en fonction de wr/r. Les vecteur unitaires e,.,e.,e, ne sont plus

y'1 =z y'1 =z
RIOM O — . ——
fixes dans le référentiel R. En considérant que u,,,, = éd—; =w UOM et en supposant
b
lecasol wrir =W>e, et e, =e,,onobtient :
l@le 0 @ 0 .
16—>7 =wrr Ue 1¢—=7 =we, Ue, =we,
1 dt ﬂ? 1 dt ﬂ?
: i€
| 9 — . — i i&le, O — . — —
. =wrr Ue, soit i F; =we, Ue, =-we, (1.55)
|8 ta? & d g
o —
a%le T iRle, O — =
: r T =wrir Ue, :é dzg =we, Ue, =0
76 4 g 76 9 g

Ce qui permet d’ écrire pour la vitesse :

Uy /g =Uyvr +|.XI>QX/R'/R U€)+ yl>€X/R'/R Ug)+ ZI)QX/R'/R Ue—;)L (1.56)

UM/R:uM/R'"'V_\;R'/R Uo'M (1.57)
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8.3.2. Composition des accélérations dans un référentiel en rotation
Ladémarche est similaire :

vy o —_—
:(E'a:l OM (" 9
all C dt? 5 & dt -
!Zh

0 car confondus

& - W
) (x'>ex. +y%e, +2%, )ﬁ (1.58)
edt Ug

9 |- IO

On obtient finalement

0
N +?V\(;:/R T UO'M +Wrir U(\NR/R Uo'M )+2>‘WR/R Uu,, e (1.59)

L

Démonstration :

Leréférentiel R' étant en rotation par rapport au référentiel R, il vient donc :

&4 (x'§+y'§+z'€\ _ed(u +Wrir UO' M) (1.60)
/IR g? X' y' Z' i Sdt M/R' HR .
0 Wern O YoM MO . —
aM/R=?—u§’R'i +8Q’V‘;R’Rj Uo ? = UWeir (1.61)
U & s o

6QiWR/R

ayr = %(Xlg-'- y'>e7+ Z'>ez.)u é— Uo'M +§— UWR/R (1.62)

—_

@ —

ax - o dex dey dez a@WR/R 0 —* a@iO' M 0 —
L Pl g 2 + XX 4 X Uwr
Brr = S T S T = o a T é & RIR
av/R' X’(WR‘/R e><‘)+y>(\NR'/R ey.)+z'>(wR'/R ez.)
&UV—\;R/R 0

T UO'M +Werir U( MIR" +Wrir UO! M) (1.63)

_ Riw
M/R a'M/R é

o [N AV — L
I UO'M +Wrr U(\NR'/R Uuo'Mm )+ 23Vr/r UUy, 5 (1.64)
2=

8.4. Loi de composition des mouvements
La loi de composition des mouvements permet déterminer la vitesse ou
I’ accélération d'un point M dans un référentiel R connaissant celle-ci dans un référentiel R' a
la fois en trandation et en rotation. En effet, quand le référentiel R’ est en mouvement
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guelconque par rapport au référentiel R, ce mouvement peut étre décomposé en une addition
d'un mouvement de translation et d'un mouvement de rotation.

8.4.1. Composition des vitesses
En combinant les relations précédentes on obtient pour la vitesse :

Uy r =Ugyr Uy g *Wrir UO'M (1.65)
gue I'on met sous laforme:
Un/r =Up/r +Ugyr *WriR UO'M (1.66)
u.(M,R/R)

Uy,r €St appelée vitesse absolue de M, u,,,, est appelée vitesse relative de M et

u.(M,R/R) est appelée |a vitesse d'entrainement au point M du mouvement relatif de R’

par rapport aR tel que u_(M,R/R) =Uy, s +Wrir UO'M .

Cette vitesse d’ entrainement dépend de la position du point M mais pas de son mouvement.
Par conséquent, deux points M et M’ ayant, a un instant donné, des vitesses (absolue ou
relative) différentes mais passant au méme point O'M=0"M’ de |’ espace auront méme vitesse
d’ entrainement. Dans le cas d'un mouvement de trandation uniquement, la vitesse

d’ entrainement vérifie u_(M,R/R)=ug,, pour tout point O fixe de R’. On dit alors que le
champ des vitesses d  entrainement est uniforme.

8.4.2. Composition des accélérations

Quand le référentiel R* est en mouvement quelconque par rapport au référentiel R, en
combinant les relations précédentes obtenues dans le cas du mouvement de trandlation et de
rotation, on a:

W0 o — e\
aM,R:ao.,R+aM,R.+§ d:/R: UO'M +Whrir U(\NR'/R UO'M)+2>WR-/R Uu,,
R
(1.67)
gue I'on met sous laforme :

RIWR/RO «—— — o\
aM,R:aM,R.+aO.,R+§ “ET UO'M +Wrir U(\NR'/R UO'M)+2>WR-/R Uu,,

2R a.(M,R/R)

a(M,R/R)

(1.68)
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&UVT/R'/RQ‘.—' — A ST~ . 2 2 . ~ ,
agyr +§ prat UO'M +Wr/r UWr/ir UO'M | est I'accélération d'entrainement notée

@
;(M RIR) et 2>Wrir Uu,,  estl'accéération de Coriolisa, (M ,R/R).

Dans le cas d'un mouvement de translation, W/ =0 donc I'accélération de Coriolis est
nulle et |’ accélération d’ entrainement vérifie 5; =ay,r (accélération relative) pour tout point
O fixede R’. On dit aors que le champ des accélérations d’ entrainement est uniforme.

Remarqgue tres importante :

dug
dt

a:(M RIR)1

aU(bUc)=b(axc)- c(ax)
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CHAPITRE 3 :

LA

DYNAMIQUE

38




Cours de Mécanique du point (Y ann Cressault)

= BUT DU CHAPITRE
= SOMMAIRE DE CE CHAPITRE
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La dynamique a été crée par Isaac Newton, physicien mathématicien a I’ Université de
Cambridge (25 décembre 1642 a Woolsthorpe en Angleterre — 20 mars 1727 a Londres), en
énoncant les trois lois fondamentales du mouvement. 1l les a appliquées aux lois de Johannes
Kepler (1571-1630) sur le mouvement orbital, et a ains obtenu la loi de la gravitation
universelle, qui permet d’ expliquer que tout corps (dans |’ espace et sur la Terre) est soumis a
une force appelée « gravité». Il publia cette théorie dans son ouvrage intitulé Philosophiae
Naturalis Principia Mathematica, paru en 1687. Ce livre connu généralement sous le titre de
Principia marqua un tournant dans |” histoire de la science.

La dynamique permet d’ expliquer pourquoi la vitesse d’ un objet se modifie en module ou
en direction.

La cause : la présence de force(s) agissant sur lamatiére
La description de I'influence desforces : les 3 lois de la dynamique
Le personnage clé : Newton

| —NOTION DE « POINT MATERIEL »

Un point matériel M représente un systeme (un ou plusieurs objets physiques) dont la
position peut étre décrite a I'aide de trois composantes seulement (celle du point) et
caractérise par sa masse m: on le notera M(m) ou M par abus de langage.

On notera que le point matériel associe un point géométrique M, caractérisé par sa position a
un instant donné (3 coordonnées dans |’ espace) et un scalaire (sa masse m). La masse inerte
intervient dans toutes les grandeurs cinétiques.

Il —NOTION DE FORCES.

Toute action mécanique sexercant sur un objet a pour effet soit de modifier son
mouvement ou de le mettre en mouvement, soit de le maintenir en équilibre, soit de le
déformer. Cette action mécanique peut étre décrite par une somme d’ actions élémentaires.
Chague action mécanique élémentaire sexercant sur un corps peut étre décrite par la
connaissance des quatre caractéristiques suivante :

le point d’ application

ladroite d’ action

- lesens

- lavaeur c'est-a-dire son intensité

Ces quatre caractéristiques sont celles d’un vecteur et permet de construire une grandeur
vectorielle nommée force. Une action sur un objet le mettant ou modifiant son mouvement
peut étre décrite par un ensemble de forces mais une simple connaissance de la somme de ces
forces (somme vectorielle) n’est pas suffisante pour en décrire le mouvement. Il faut aors
connaitre une autre grandeur que |’ on appelle le moment total des forces (somme vectorielle
des moments des forces).
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Pour étre complet dans le connaissance d’ une action sur un objet, il est donc indispensable de
connaitre deux grandeurs: la somme vectorielle des forces et la somme vectorielle des
moments des forces s exercant sur |’ objet.

2.1. Définition

Dans les parties précédentes de la dynamique, nous avons vu gu’ un objet soumis a aucune
force est au repos ou se déplace rectilignement a vitesse uniforme. Notons que « aucune
force » signifieici « pas de force » ou que les « forces s annulent, se compensent ».

La dynamique relie le mouvement a ses causes. Ces derniéres admettent une représentation
vectorielle sous le nom de « forces ». 1l est tres difficile de définir la notion de force. Citons
R. Feynman, Prix Nobel Physique 1963 : «si vous insistez pour avoir une définition précise
delaforce, vous ne |’ aurez jamais ».

On définit alorsla force par ses effets: « uneforce est ce qui modifie le mouvement ».

2.2. Lesforces fondamentales
On distingue 4 forces fondamentales dans I'Univers, liées aux 4 interactions
fondamentales:

La force gravitationnelle : elle est liée a I’ interaction gravitationnelle que subit une masse m
dans un champ de gravitation G. Tout point matériel A de masse ma exerce sur un point
matériel B de masse mg une force attractive, appelée force gravitationnelle ou de gravitation :

avec G = 6,673.10™ m’ kg™ .s? la constante de gravitation (ou constante de Cavendish). Ainsi
pour considérer qu’ un point matériel ne subit aucune force, il faut qu’il soit infiniment éloigné
de tout autre objet matériel. Il est donc clair qu’il ne peut exister de situations dans lesquelles
un objet ne subit pas de forces. Ces forces sont toujours attractives, proportionnelles a la
constante de gravitation universelle.

La force électromagnétique : elle est liée a I’interaction électromagnétique qui S exerce sur

une charge g en mouvement a la vitesse U w,r dans le référentiel R On I'appelle aussi force
deLorentz:

F =q.(|§M +0,,,, UB, )l

Cette force est la contribution de deux effets : un champ éectrique E et un champ magnétique
B au point M ou se trouve la particule. Son intensité est beaucoup plus grande que la force
gravitationnelle. La différence entre ces deux forces est qu’'une masse positive induit des
forces gravitationnelles qui S goutent (a longue distance, méme faible, elle explique pourquoi
la Terre reste sur son orbite comme le soleil dans notre galaxie). Par contre, pour les forces
électromagnétiques, cela dépend de la charge g. Les forces peuvent donc soit S gjouter, soit se
neutraliser suivant le signe de la charge.
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Rg : Jusqu’au 19°™ Siecle, on pensait que ces deux effets n’avaient aucun lien. En 1820, le
Danois H. C. Oersted provogua une véritable électrochoc en démontrant expérimentalement
gu’un fil conducteur parcouru par un courant électrique faisait dévier une aiguille aimantée.
Le courant électrique créait donc un champ magnétique. En 1831, Faraday montra qu’un
champ magnétique transitoire créait un courant. C'est le phénoméne d’induction (le champ
magnétique peut induire un courant). On peut alors produire de I’ électricité !

La force nucléaire forte: cette force assure la cohésion du noyau atomique (force entre
nucléons, c'est-a-dire entre protons, neutrons et entre quarks). Elle maintient les protons
ensembles malgré la répulsion électromagnétique. C'est une force a courte portée car elle
n’'agit pas hors du noyau. Elle lie les quarks pour former les neutrons et les protons et lie les
protons entre eux. De simples considérations d’ordres de grandeur imposent de toujours
négliger les forces de gravitation et de pesanteur dans le cas des particules élémentaires.

La force nucléaire faible: cette force est 10° (un million) fois plus faible que la force
nucléaire forte. Sa portée est la plus courte puisqu’elle agit a 10" meétres, c'est-a-dire
pratiqguement au contact de deux particules. Elle est al’ origine des réactions thermonucl éaires
(dans le soleil et dans les étoiles), puisqu’elle participe aussi a I’ origine de la radioactivité.
Elle participe a la transformation de |'hydrogéne en hélium par un processus de
transformation neutrons->protons. Sans elle, pas de chaleur et donc pas de vie.

Intensité Portée
Interaction forte (nucléaire) 10* ~10™
Interaction & ectromagnétique 10° illimitée
Interaction faible (nucléaire) 10~ ~ 10"
Interaction gravitationnelle 10 llimitée

(Intensité entre 2 protons séparés par une distance égale aleur diamétre, 2 femtomeétres).

Exemple :
Considérons des forces attractives entre deux particules élémentaires, par exemple deux

protons de masse m=1,67.10%’kg et de charge q=1,6.10"°C. Le rapport des forces de
gravitation aux forces éectrostatiques, indépendant de la distance, vaut environ 10°%°. Les
forces de gravitation sont donc négligeables devant les forces électrostatiques.

Considérons maintenant le cas de champs extérieurs exercés sur les mémes particules: un
champ électrique de I’ ordre de E=100V.m* (valeur faible) et un champ de pesanteur terrestre.
Le rapport de ces deux forces est environ de 10°. L& encore, les forces de gravitation sont
négligeables.

Considérons enfin un éectron de masse m=9,1.10°'kg, de charge g=-1,6.10"°C et de vitesse
v=3.10°ms™. Cet électron est soumis aux champs habituels G=9,81N.kg*, E=10*v.m™* et
B=10" T. La force de Lorentz (F.=10"°N) est aors dix mille milliards de fois plus intense
que la force gravitationnelle (Fe=10?°N). On négligera donc la force gravitationnelle devant
laforce de Lorentz.

Fin cours 6

2.3. Les autres forces

Toute autre force (force de rappel d un ressort, force de réaction...) est bien réelle mais
elle trouve son origine a I’ échelle microscopique dans ces 4 forces fondamentales et tout
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particulierement dans la force électromagnétique. Si par exemple nous ne nous enfongons pas
dans le seul, c'est que les charges électriques de nos semelles sont repoussées par celles du
sol ; si le ressort s'allonge ou au contraire se contracte, ¢’ est que les charges rapprochées ou
€loignées veulent se repousser ou au contraire s attirer, etc...A ces échelles 1, I'influence de
la gravitation est négligeable et les interactions dans le noyau ne jouent aucun role.

La force de pesanteur (le poids) :

La résultante des forces de gravitation exercées par un astre comme la Terre sur un point

matériel de masse m s écrit F =mG ol G est le champ de gravitation. La somme des forces
de gravitation et des forces d’inerties d’ entrainement dues a la rotation de la Terre autour de
I” axe des pdles porte le nom de force de pesanteur ou poids.

« Le poids» s'identifie a la force d'interaction gravitationnelle exercée par la Terre. Soit
A(ma) et M(m), on dit que toute masse m est soumise au champ gravitationnel crée par A en

®
M et définit par g, :-me—’*zxﬂ:-me—AZ@AM . Tout point matériel M de masse m
AM“  AM AM

subit de la part de msy en A une force gravitationnelle F,,,, =F,(M)=mxg,(M). Le
vecteur g, =- g>€, est dirigé selson la verticale locale (Oz). A la latitude de I’ ordre de 45°,
onag~ 9.81 ms?.

Conclusion : Soit un point M de masse m, se trouvant a proximité du sol terrestre et
soumis & son poids P, force verticale et dirigée vers le bas, alors:

P=mxg

La force éectrostatique :

. . . = = 1 _ R
Les forces électrostatiques, données par Fw,em, =- Fmem, = F X%u , avec les mémes
e0

notations. Elles sont répulsives pour des charges de méme signe, liées ala permittivité du vide
e, =8.85" 10°F.m* et aux charges des objets en interaction.

Tension d' unfil :
Soit un point matériel M de masse m accroché a I’extrémité d'un fil souple de masse
négligeable et de longueur ¢ (fil inextensible). Le fil exerce une tension T sur le point

matériel M, force dirigée selon le fil, de norme dépendante des autres forces appliquées au
point M.

Force élastique (rappel d’un ressort) :
Soit un ressort horizontal d’axe Ox, de masse négligeable, de longueur a vide 7 et de

raideur k (N.m-1). Si le ressort est étiré (sa nouvelle longueur est ¢), il exerce une force de
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rappel ayant tendance a le ramener a sa longueur au repos (l,), proportionnelle a son
alongement (/- ¢,) etak:

F=-k(¢-¢,)e

Cette relation définit laloi de Hooke selon laquelle laforce F est, en norme, proportionnelle
a I'allongement du ressort D/ =(/- ¢,). L'inverse de la raideur k, s=1/k est appelé

souplesse du ressort.

Force de frottement solide : réaction du support :
Lors d'un contact entre deux solides, donc lors d’un contact entre un point matériel M(m)

et un solide S (support par exemple), ce dernier exerce sur le point M une force R appelée
réaction, composée d une réaction normale (a la surface de contact, traduit seulement le

caractére impénétrable du support) ﬂ' et d' une réaction tangentielle ﬁ{ (dite force de
frottement, s opposant au mouvement) vérifiant leslois de Coulomb :

- gilyaglissementdeM sur S: Hﬁ{” = f {‘ﬁ” ol f est coefficient de frottement. T est

opposée a la vitesse U du point M par rapport a S (C'est-a-dire par rapport a un
référentiel lié au solide S).

- sil n'y apasdeglissement deM sur S(0 =0) : Hﬁ{”< f ﬁ‘ﬁ”

Force de frottement fluide
- Lorsqu'un solide se déplace dans un fluide (gaz ou liquide), donc lorsqu'un point

matériel se déplace dans un fluide, il est soumis & une force de frottement fluide F ,
S opposant au mouvement :

F=-aU0 S U estfable
F=-Kxu|Au| s U estpluséevée

Pour les déplacements de tous les jours (Vélo, voiture....), les forces qui interviennent sont
celles proportionnelles au carré de la vitesse mais la résolution mathématique est aors
délicate ; on considére donc souvent que les forces sont proportionnelles ala vitesse.

2.4. Lesunités

Une force est une grandeur vectorielle. Elle est donc caractérisée par une intensité, par
une direction et par un sens, et par son unité. On peut donc étre amené a la projeter sur un
repere et donc a lui associer trois scalaires ! Dans le systéme international (Sl) et en hommage
a Newton, I'unité est le Newton (N). 1 Newton est la force nécessaire pour augmenter la
vitesse de 1Im.s™ d un objet de 1kg en 1s. [N] = [kg.m.s7]
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Il - PREMIERE LOI DE NEWTON OU « PRINCIPE DE L' INERTIE ».

3.1. Enoncé:

« Tout corps reste immobile ou conserve un mouvement rectiligne et uniforme aussi
longtemps qu’ aucune force extérieure ne vient modifier son état. »

a(M/R)=C* s§ §F=0

On dit que le corps est «isolé». Le mot «inertie » désigne la résistance aux changements
dans le mouvement, la résistance a la mise en mouvement ou la résistance alamise al’ arrét.
Cette premiére loi de Newton s applique pour un point matériel placé dans un référentiel,
appelé référentiel Galiléen, du nom de Galileo Galilée (1564-1642).

Pourtant cette loi est loin d’étre évidente et intuitive quand nous savons qu’ils existent des
forces de frottement, forces de gravitation et autres. Sur une bicyclette roulant en ligne droite
sur une route plate et a vitesse constante, il faut pédaler en permanence pour garder cette
vitesse constante et lutter contre les forces. Il ne peut donc y avoir de mouvement durable que
s des forces motrices agissent en permanence (Aristote 384-322 av JC). Ce n’est que lorsque
que Galilée découvre |’ existence de forces de frottement que I’on peut raisonner selon le
premier principe. Galilée avait éudié le mouvement d’ une bille sur différents plansinclinés. Il
en conclut que si jamais il existait un plan horizontal sur lequel la bille pouvait rouler sans
frottement, alors le mouvement serait uniforme et perpétuel (méme s la Terre est une
sphére....)! Il faut donc annuler les forces en présence.

Newton attribue justement cette loi a Galilée qui avait écrit en 1632 qu’ «un corps non
soumis a des perturbations extérieures, une fois qu’il est en mouvement, reste a jamais en
mouvement rectiligne et uniforme ». Cette loi est valable quelque soit le référentiel.

3.2. Référentiels Galiléens.

3.2.1. Définition

Un référentiel est dit Galiléen quand le principe de I’inertie (premiere loi de Newton) erst
verifiée dans ce référentiel.

Soit un référentiel R,, qui nN'est pas en trandation rectiligne et uniforme par rapport au
référentiel Galiléen Ry. Dans ce cas:

dof rR/IR )10 et/ou WRIR): 0O
donca,(M,R/R)1 0 et/ou &(M,R/R )0

Lesreferentiels pour lesquels les accelérations &, et &, existent (donc non nulles) sont
appelés des référentiels non Galiléens.

Tout référentiel en tranglation par rapport a un repére galiléen est galiléen.
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Tout référentiel est en fait non galiléen: le référentiel du manéege est en rotation par
rapport au référentiel terrestre qui est en rotation par rapport au référentiel
géocentrique qui lui-méme est en rotation par rapport au référentiel héliocentrique qui
[ui- méme...... il faut donc juste savoir s les forces d'inerties ont une influence
négligeable (dans ce cas, on assimilera le repére a un repeére galiléen).

Démonstration

Cherchons a établir une relation entre les différents référentiels Galiléens. Soit Ry; et Ry
deux référentiels Galiléens. Alors, d’aprés le principe de I'inertie valable dans tous les
référentiels Ry

aM/R,)=0 e aM/R,)=0

or &M/R,)=aM/R,)+ a,(M. R,/ R,) +3,(M.R,,/R,)
: s bR i ol m o 2R

soit a(M R, /R,)+ 2R, /R,)UTM /R,)=0

Cette relation doit étre valable pour tout point M et par conséquent pour toute position et toute
vitesse. Si I’on considere le point M comme étant le centre O, du référentiel Ry, nous
pouvons écrire :

ao,/Rr,)+2w(R, /R, UM /R,)=0

0

Gailéen s 4(0,/R,)=0 e WR,/R,)

Donc finalement, st Rp et Ry sont des référentiels Galiléens, aors ils sont en tranglation
rectiligne et uniforme I’ un par rapport al’ autre.

L’ ensemble desréférentiels Galiléen est constitué par des référentiels en trandations
rectiligne et uniforme par rapport al’un d entre eux.

Exemple :
Un manége est en rotation par rapport au référentiel lié ala place du village, qui lui-méme est

en rotation par rapport au référentiel lié al’axe de rotation de la Terre, qui elle-méme tourne
autour du Soleil....Il faudra alors se demander s les accélérations &, et &, ont une influence

négligeable ou non. Si elles sont négligeables, le référentiel pourra alors étre considéré
comme Galiléen.

3.2.2. Principaux référentiels considérés comme Galiléens.
Référentiel de Copernic Rc_: Ce référentiel est celui qui S apparente le plus a un
référentiel Galiléen avec la plus grande précision. Son origine C est le centre de masse du

46




Cours de Mécanique du point (Y ann Cressault)

systéme solaire et les trois directions définissant sa base sont les directions de 3 étoiles
suffisamment éloignées pour étre considérées comme fixes.

Référentiel de Kepler R¢_: Ce référentiel se déduit de Rc par translation. Compte tenu de
la lenteur du mouvement du soleil (pour information, le Soleil fait un tour en 250 millions
d’années, a une distance du centre égale a 28000 années-lumieres ), son centre S est le centre
du soleil et ses axes sont paralleles a ceux de Rc. On appelle aussi ce référentiel un référentiel
héliocentrique (en référence a Hélios, dieu Grec du solell). Rk~Rc car les centres sont
confondus. L’approximation consistant a supposer que Rk est Galiléen est en généra
excellente. La trajectoire de la Terre dans ce référentiel est, en premiére approximation, une
ellipse située dans le plan de I'écliptique. Son excentricité tres faible (e=0,017) en fait
pratiquement un cercle. La distance moyenne de la Terre au Soleil porte le nom d unité
astronomique UA telle que 1UA = 149 597 871 km.

Printemps
g Point vernal ~

= Périhélie actuel
[ §
E '

| Soleil Hiver
. * oy

Automne

Figure 15 : Mouvement de la Terre autour du Soleil

Référentiel géocentrigue R, : Le référentiel géocentrique est en trandation elliptique
relativement au référentiel de Copernic. Ce référentiel Ry (T,Xo,Y0,Z0) @ pour origine le centre
T dela Terre, et ses axes sont toujours dirigés vers les trois étoiles fixes, paralléles a ceux de
Copernic. Pourtant la Terre a un mouvement de rotation tel que son accélération dans Rc est
non nulle. Ry n’est pas conséquent pas un référentiel Galiléen par définition. Néanmoins, on
peut le considérer comme tel car les mouvements étudiés dans ce repere ont généralement des
durées telles que la Terre est supposée n’avoir pas bougée.

Dans un mouvement de trandlation, nous verrons que |’ accél ération de Coriolis est nulle.
On a donc uniquement besoin de connaitre la seule accélération d’ entrainement pour passer
du référentiel de Copernic au référentiel géocentrique. En norme, cette accélération
d entrainement vaut 6.10° m.s? , c'est-a-dire 6.10* fois plus faible que I’ accélération de la
pesanteur au ol. On aura donc tendance a souvent négliger cette accélération d entrainement
sauf dans certains phénomenes tres particuliers.

Référentiel Terrestre R : Ce référentiel a son origine O prise en un point de la surface de
la Terre. Généralement, on désigne par O, I’axe pris suivant la verticale ascendante (vers le
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Zenith), O I’axe orienté suivant I'Est dans le plan horizontal et Oy |’ axe orienté suivant le
Nord.

“Ax ay La Terre tourne autour de son axe. R n'est
m pas Galiléen. Toutefois, suivant les
Yo expériences étudiées, R pourra étre considéré
' comme Galiléen tout comme Ry,
Xo

Par conséquent, le référentidl R n'est pas galiléen. Considérons les mouvements de la
Terre, en rotation autour de |’ axe des Pdles en une journée. L’ axe des Pbles n’est en fait pas
exactement fixe, du fait des interactions avec la Lune, cet axe tourne, sa direction oscillant au
maximum de 18'’, avec une période de I’ordre de 19 ans environs. Le référentiel terrestre
associé au repere est donc, relativement au référentiel géocentrique, en rotation autour de
I’ axe quasiment fixe des pbles a la vitesse angulaire w, représentant la rotation diurne de la
Terre. On doit donc étudier la dynamique dans ce référentiel, et prendre en compte les forces
d'inertie d’'entrainement et de Coriolis. Toutefois, les forces d'inertie d entrainement - mé,
ne dépendent que de la position du point M. On les goute donc a la force de gravitation mG
due a la Terre pour former la force de pesanteur mg = m (G — a). Cette correction est
maximale al’ équateur. Les forces d’inertie de Coriolis quand elles sont prises en compte, sont
décrites par |e vecteur instantané de rotation Wr/r. relativement au référentiel de Copernic. Ce
vecteur est dirigé selon I’ axe des pdles, de norme w = 2p/Tgy, ou Ty, est lejour sidéral, plus
court d’un facteur 1/365 que le jour solaire moyen.

IV - DEUXIEME LOI DE NEWTON oU « PFD »

Cette deuxieme loi est plus précise que la premiéere puisqu’elle décrit I'influence des forces
(quand €lles existent) sur le mouvement d’un corps sur lequel elles s appliquent. Son énoncé
comprend deux parties : laRDF et la TMC (pour Théoréeme du Moment Cinétique)

4.1. LARFD ou « RELATION FONDAMENTALE DE LA DYNAMIQUE »

4.1.1. Enoncé:
Cette loi indique que les forces (la somme vectorielle des forces & IfI ) agissant sur un
corps peut modifier la vitesse de ce corps au cours du temps. Elle est valable dans tout

référentiel.
sdp(M / R)iy

e
|:(|/R)8 ]

avec p(M/R)=mxi(M/R)

Ouj est un corps ponctuel de masse m situé en un point M. p est la quantité de mouvement
ou résultante cinétique du corps ponctuel j de masse m. S
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Un point matériel M, de masse m constante au cours du temps (systeme ferme et systéme
qui neva pastrop vite...), soumis a une ou plusieurs actions extérieures dans le référentiel
galiléen R, verifie

é _du(m /R)l:|

éFi(i/R):gm o H=m><é(M/R)

Ou la somme des forces porte sur les diverses interactions subies par M, chaque force F;
étant un invariant, indépendant du référentiel galiléen.

Remargue : la notion de systéme « qui ne va pas trop vite » est liée alathéorie de larelativité
restreinte de Einstein (1905) qui donne la relation de la masse réelle m du corps en
mouvement par rapport ala masse mo du corps au repos :

Pour que m dépasse la masse au repos de 1%, il faut alors que la vitesse soit supérieures a
0.14V umiere, Cest-adire 42111 km.h*....autant dire que nous sommes bien en mécanique
classique!

Commentaire :
A force appliquée égae, un objet de masse plus importante qu'un autre aura une
accélération plus faible: il réagira moins a la force. On dira que son inertie est plus
grande.

Remarqgues: )

- L’importance de cette loi a été comprise dés le 14°™ siecle puisqu’ €lle a été introduite
par le francais Buridan vers 1330 pour expliquer que 2 boules de masse différente
lancées a la méme vitesse ne s arrétent pas avec la méme facilité: il avait compris
gu'il fallait prendre en compte la vitesse mais aussi la masse du corps, tous deux
définis dans un référentiel.

La masse indique combien de matiére il y a dans un corps matériel, c'est-a-dire
combien il y a d’électrons, de protons et de neutrons dans I’ objet étudié (surtout les
nucléons qui ont une masse 1800 fois plus importante que celle des électrons).

La masse est la méme en tout point de I’ Univers et s exprime en kg alors que le poids
est une force qui s'exprime en Newton et qui dépend de la masse qui attire (Terre,
Lune....). Labaance n'indique pas un poids mais une masse et mesure en réalité une
force exercée sur une surface. En toute rigueur, une personne qui pese 70kg est en fait
une personne de masse est 70kg qui pése sur Terre 70x9.81=687Newtons ou
70x1.58=110.6Newtons sur la Lune, c'est-a-dire 6 foismoins !

La masse utilisée dans cette loi par Newton est qualifiée de masse inerte (pour

inertie !!) . Cet adjectif a pour but de la différentier de la masse qui intervient dans la
force de gravitation et que I’on nomme masse grave (pour gravité!!).Ces deux
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grandeurs ne sont a priori pas identiques mais le sont en réalité comme |I’a montré
Einstein dans laformulation de la Relativité Générale. On parlera donc de masse !

On parle ici de forces appliquées en un point. Pour un systéme compose de plusieurs
points matériels, les forces considérées sont les forces extérieures.

dP.

O = _ sys/R

a Fe ot

Il est donc important de faire la différence entre les forces extérieures et les forces intérieures.
Si par exemple la somme des forces extérieure est nulle, alors P est constante. Ainsi il n’est
pas possible de faire avancer une voiture en la poussant de I’intérieur. De méme, une force
peut dépendre du temps. Par exemple, lorsque I’on pose le pieds sur le sol, la force exercée
sur le sol varie au cours du temps lors du pas (en partant de zéro, passant par un maximum
pour retomber a zéro). On parle aors d'impulsion et c’'est cette impulsion qui va nous
renseigner vraiment sur |’effet du mouvement. Par exemples: reprise de volée au football
(8ms), service au tennis (4ms), swing au golf (1Ims).

4.1.2. Forcesd'inertie

Dans I’énoncé précédent de la RFD, nous avons précisé que la relation était valable
quelque soit le référentiel choisi. Considérons alors un manége tournant a vitesse constante w
et un pendule accroché a I’axe de rotation. Si I’on se place sur le manéege, le pendule
N’ apparait pas vertical mais incliné. Considérons donc deux référentiels, un référentiel R
galiléen rattaché a une vue du ciel, et R’ un référentiel non galiléen rattaché au manége. Le
référentiel du manége tourne a la vitesse w dans le référentiel R. Nous pouvons alors écrire
que:

aF M/R)=8 F e puerM /R)+ F(M,R/R) + F(M,R/R)

vuede puisR'

"Forces Vraies" . mﬁe(M IR) . méC(M IR)

Démonstration :

i édu (M /R)u

:é- lEvuedepuisR(NI /R) =EMXy——"——— = m@(M /R)

i dt b

I

Lo = N edd(M/R) ,
}a FvuedepuisR‘(M/R)_mxg’THR‘_mXa(M/R)

Or, en cinématique, nous avons démontré laloi de composition des accél érations, a savoir :
a(M/R)=aM/R)+4 (M,R/R)+&(M,R/R)

ou &,(M,R/R) et a(M,R/R) sont respectivement les accélérations d entrainement et de
Coriolis définies par :
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ée('\/l,O'/R)=:31(O'/R)+§wl‘J 5

! yo'Mm +W(R/R) U&(R/ R)US'M 2
b 3 o

a.(M,R/R)=2%(R/R)Ud(M /R)

On peut donc écrire la somme des forces (vues depuis R’) en fonction de la somme des forces
(vues depuis R).

-é. lfvuedepuisR(NI /R): mxé:(M /R) = m>{é(M /RI)+é‘e(M ' RI/ R)+éc(M ' RI/ R)]

é' lfvuedepuisR‘(NI /RI) = é' _>vuedepuisR(NI / R) y mxé:E(M /RI) N mﬁC(M /RI)

Fe(M,R/R) Fe(M,R/R)

Par consequent, lorsque I’on appliquera le RFD a un référentiel qui n’est pas galiléen, il
faudra ajouter dans le hilan des forces les forces «fictives» d'inertie F_(M,R/R)

etF (M,R/R) tellesque:

aF M/R)=a F (M/R)+F,(M,R/R)+F (M,R/R)

vuede puisR' vuede puisR
Foros Vialee" -ma, (M /R -ma, (M /R)

"Forces Fictives"

F.(M,R/R) : force d'inertie d' entrainement.
=.(M,R/R) : force d'inertie de Coriolis.

Fin cours 7

Exemple du manége et du pendule:
Quand on est sur un manége tournant a vitesse constante, un pendule accroché a I'axe de
rotation du manége n’apparait pas vertical. Le bilan des forces nous donne donc le poids du

pendule P =mg, la tension du fil (réaction du fil sur le pendule), Ifie (vitesse constante de

rotation et accélération nulle de O'dans R) et F, =0 car la vitesse U,,,, =0 vu que le

pendule est immobile pour un observateur sur le manége, c'est-a-dire dans le référentiel R’ (je
tourne avec). Par contre, mon manege tourne dans R (w). Cette derniére force Fie est connue

sous le nom de force centrifuge. Pourtant é_ F 1 0. Quelles sont donc les forces que nous

avons oubliées qui permettraient de vérifier que I'immobilité du pendule se traduise par un
bilan des forces nul ? Lesforcesd inertie!

S &, estnul, dorsleréférentiel R* n'est pas en rotation par rapport au référentiel R.
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S &, est nul auss, leréférentiel R* n'est ni en rotation, ni en trandation par rapport au
référentiel R.

Dans tous les autres cas (rotation et/ou trandation non uniforme), le référentiel sera
non galiléen. Mais dans ce cas, tout référentiel est non galiléen: le référentiel du
manege est en rotation par rapport au référentiel terrestre qui est en rotation par
rapport au référentiel géocentriqgue qui lui-méme est en rotation par rapport au
référentiel héliocentrique qui lui- méme...... il faut donc juste savoir si les forces
d’inerties ont une influence négligeable (dans ce cas, on assimilera le repere a un
repére galiléen).

4.2. LATMC ouU « THEOREME DU MOMENT CINETIQUE ».

4.2.1. Moment d’ une force
Comment décrire la capacité d' une force a mettre en rotation un point matériel M ?

®
Réponse : par son Moment ! Ce qui va compter le plusici seraladistance AM du point M a

®
I’axe de rotation et la composante de la force perpendiculaire a cette direction AM . Le
moment d’ une force permet de caractériser I’ action d' une force sur un corps en rotation et la
facilité a mettre ce corps en mouvement.

Définition : Soit une force F s appliquant en un point matériel M (appelé centre de Poussée
de F). On définit le moment M, de laforce F s exercant sur un point matériel M (point
d application) et calculé en un point A d'un référentiel R par le vecteur :

—

E
M, I M (F/R)= AMUF
Ae M6

Ce moment est une grandeur vectorielle portée par I' axe de rotation dont I’ unité est N.m. |1
est indépendant de la position de A sur ladroite d action.

Exemple :
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T
[+ :
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= ®

Figure X : Moment d’ une force

On peut exprimer la mesure de ce moment de forces M, :||M A(If/R)” de deux fagons
différentes: M, =dF. (en fonction de d=AM et de la composante orthoradiale F, de la
force), ains que M , = /F (en fonction delanorme F = ||lf|| de laforce exercée, et du bras de

levier ¢, distance de A a la droite d'action de la force, droite passant par le point
d'application M et dirigée par F. Ces deux expressions sont bien équivalentes puisque
¢=d:sna et F, =F>ana . |l suffit alors de compléter la détermination de la norme Ma
par celle de la direction du vecteur M A pour définir complétement ce moment de force ; cette

direction est celle autour de laquelle la force ferait tourner le point M, relativement au centre
A.

4.2.2. Moment cinétique

Soit un point M de masse m et animé d une vitesse u(M / R). On définit le moment
cinétique d’'un point matériel M en un point A du référentiel R par le moment de sa quantité
de mouvement p vecteur, soit :

L,(M/R)= AM U (M /R)

Pour un mouvement plan circulaire comme représenté sur la figure suivante, nous avons :

b u L, (M /R) = mw

4.2.3. Théoréme du moment cinétique
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Soit A un point fixe dans le référentiel R :

édL, (M /R)E _d SAMUMJ(M /R)

é dt Or HR
édl, (M /R _ Sd Am Y éd
& 4 =89Mb g /Ry + AMUEL ma(m /RS
e d G gd U St i
e Ur

% é u 0
u = . ®
ede—" (M/R)u OIAOu +f=OIO U _Umd(M/R)+AMUmMa(M / R)
& dt g, éedtu é dt 0= —
Ur € Ur g aF(M/R)
édL, (M / R)Y €1a0Y €1om Y
a :e u Umu(M/R)+e—u Um u(M/R)+AM F(M/R)
é dt . € dt u dt g
R @ Ur e Ur
Ocar Aest fixe U(M/R) mi(M/R)=0

edL,(M/R
Donc eMu —AMUa FIM/R) = @ MA(F/R)

moment de la somme des forces Somme des moments

- - - ®
%[LA(M IR)], =0 aors [,(M/R)=C* donc AM et G(M/R) sont dans le méme

plan, le mouvement est plan.

Rq: Lechoix du point A ici est arbitraire. L e théoréme marche en tout point tant que A est
fixe. On choisiradonc le point qui rend les calculs les plus simples possibles.

4.3. EXEMPLES

Masse accrochée a un ressort vertical :

AR, I}Iou§ sommes en présence d’ un mouvement en tranglation :
P+T =ma(M/R)

Soit I' équation de mouvement : |mg - k(x- ¢,) =

=
1]
I---qi'-—\‘_r\_,'x ¥

[

En appliquant la TMC au point O fixe, toutes les forces et le poids
sont portées par |’ axe OX.

o
= |

M,(F/R) =0 e L,(F/R)=0 donc TMC vérifiée!
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Oscillation du pendule

On applique la RFD au systeme :

— _ ®
P+T=maM /R) avec OM =/& ® G(M/R)=(j &

N aM/R =("8 - (8
F f:-Hfoé avec H‘f”>0 et I3:HI3H(cosj & - sinj q)
:ﬁ jPxosj - T=-m¢? suivant &
| 3 Donc | . . :
| i f- P>anj =m/j”  suivant §

D’ oul I’ équation du mouvement : |i” +%s’nj =0

En appliquant la TMC au point O fixe, nous avons :
- - - ® - _ ® .
M,(T/R)=0=0OMUT e M(P/R)=OMUP
Lo @ .
Mo(P/R)=OMUP =& UP(cosj & - sinj & )=-(Psinj &
~ ® .
Lo(M/R)=OMUmMG(M /R)=¢& Um(j & =mr?y &,
Donc en appliquant le théoreme du moment cinétique, c'est-a-dire en effectuant la dérivée,

nous avons :

&): =mij°8, car & fixedansR

s M/RE 2 ME/R) © J"+%sinj =0

Soit
e d g

V —TROISIEME LOI DE NEWTON OU « PRINCIPE DE L’ ACTION - REACTION »

Laréaction est toujours contraire a |’ action. L’ action s'oppose a la réaction. Les actions
gue deux corps exercent |I’'un sur I’autre sont toujours égales et dirigeées en sens contraire.

Si un point matériel M, exerce une force If12 sur un autre point matériel M, aors le point

F12='F21-

matériel M, exerce lui aussi une force F,, sur le point matériel M; telle que

VI —NOTION D’EQUILIBRE, DE ROTATION ET DE VIBRATION
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Tout mouvement d’'un point dans I’ espace peut se décomposer en un mouvement de rotation
et un mouvement de tranglation.

La connaissance de la somme des forces sexercant sur un solide renseignera sur la
modification de son mouvement de trandation. La connaissance de la somme des moments
des forces s'exercant sur le point renseignera sur la modification de son mouvement en
rotation. L’ absence de translation se traduira donc par une somme de forces nulle et I’ absence
de rotation par une somme des moments des forces nulle.

J

En rotation Sans rotation

En effet, toute force F ayant A comme point d’ application sur un objet dont I’ axe de rotation

®
passe par un point O mettra ce solide en rotation autour ce cet axe tant que le vecteur OA ne

sera pas colinéaire au vecteur force F . La rotation s arrétera quand les vecteurs seront
colinéaires, donc quand le produit vectoriel sera nul, c'est-a-dire quand le moment de la force
seranul.

6.1. L' EQUILIBRE.
L’ objet ne pourra étre maintenu dans son état d’équilibre que S'il n'est pas soumis a un
mouvement de trandation et/ou de rotation. Cela se traduit mathématiquement par :

o]

2F-0 «« AM, -0

6.2. LAROTATION.
La modification du mouvement d’un objet, soumis a un ensemble de forces nulle
mais de moment total non nul sera unerotation. Cela se traduit par :



Cours de Mécanique du point (Y ann Cressault)

o — —

QAF=0 e M, 10

Un solide initialement en translation et soumis & une rotation restera en translation mais subira
€galement une rotation.

E

Fy

6.3. LA TRANSLATION.
L a modification du mouvement d’un solide, soumis a un ensemble de forces non
nulles mais de moment total nul sera unetrandation. Cela se traduit par :

Un solide initialement en rotation et soumis a une trans ation restera en rotation mais subira
également une tranglation.

VIl —UN PEU DE DYNAMIQUE TERRESTRE.

Notre référentiel cartésien — celui de Descartes sur son lit — lié & la longueur, largeur et
hauteur de la salle de TD par exemple, qui nous apparaissent fixes au cours du temps, n’est
pas Galiléen dans I’ absolu (la Terre tourne) : il est posée sur la surface de la Terre qui tourne
sur elle-méme...

Si beaucoup de problemes de mécanique du point conduisent a négliger les forces d'inertie
dues a I’ aspect non galiléen de notre référentiel de tous les jours et donc a I’assimiler a un
référentiel Galiléen, certains phénomenes a la surface du globe ne trouvent au contraire leurs
explications que dans les forces d’inertie qui pour eux, ne sont plus négligeables.

Evoquons-en 3 :
- le pendule de Foucault que nous ne traiterons pas,
- ladéviation vers|’Est de tout objet |aché en chute libre
- I’enroulement des nuages; c'est ce dernier exemple que nous développerons dans
cette partie
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Finalement, nous voila face atrois cas troublants ou |e manége est remplacé par notre manége
a nous, la Terre. Pour comprendre cela, présentons nos outils: le référentiel relatif qui sera
utilisé (le référentiel terrestre) et le référentiel absolu (le référentiel géocentrique).

7.1. LE REFERENTIEL GEOCENTRIQUE RG ET SON REPERE ASSOCIE :

Comme son nom l'indique, son origine T est prise au centre de la Terre et nous
appellerons € ,,€,,,€, lestrois axes définissant labase. €, est prisselon |’ axe de rotation de
la Terre, dirigé vers le Pble Nord. Les deux autres sont donc dans le plan de |’ équateur et
chacun d'eux dirigé vers une étoile particuliére. La Terre en rotation va donc tourner par
rapport a ce référentiel (qui n’ad’absolu, que le nom: la Terre tournant aussi autour du Soleil,
le référentiel géocentrique est en rotation par rapport a un référentiel héliocentrique etc....).

7.2. LE REFERENTIEL TERRESTRE R ET SON REPERE ASSOCI E

Son origine O est prise ala surface dela Terre. € ,€,,€, sont les trois axes définissant

€,,&
labase. €, est pris selon la verticale montante définie en O (concrétement la verticale
locale est donnée par ladirection du fil & plomb et correspond a la direction de laforce
poids, P=mg). (6,€,) définissent aors le plan appelé plan horizontal, avec &,
dirigé versI’Est et &, dirige verslaPole Nord. On voit que ce référentiel ressemble au
réferentiel cartésien sauf que & ,€, ne correspondent par forcément alalongueur et a
lalargeur de la piéce.

La Terre décrit en 1 an une orbite circulaire autour du Soleil, de rayon environ
1,5.1011 m (=1ua), soit 30km/s. La Terre est animée d’ un mouvement de rotation sur
elle-méme et également en rotation par rapport a Rg. Nous pouvons définir vT/R,Rg .R

est en rotation autour de I’ axe des Poles et Wgig, SWE,. La rotation s effectue vers
I"Est (puisgue le Soleil se léve a I’ Est). We,g, @donc le méme sens que €, (versle

Pble Nord). La rotation compléte s effectue en 24h, soit une vitesse angulaire de
2p /(24" 3600)=7,27.10°°rad.s’*. Donc & priori, R n'est pas Galiléen. Si I'on
considére un point M dans R, la RFD nous donne :

a F(M/R)=-ma,(M,R/R)- ma,(M,R/R)=ma(M /R)

[l faut donc évaluer I’'influence desforces d’'inertie dans le référentiel R !
Par définition, lesforces d'inertiessont F, et F,_. Intéressons nousici a F,

F.(M,R/R)=-m&,(M,R/R)

u
F.(M, R/RC)—-m%% SO; EQW(R/Rc)‘? 0 oMm+w(RIR) F(RIR) OM2
dt2 QRC e dt Q&H g 7]
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o o o
Cuzs0? _Guest?  Guero?

—— dt2 ? dt2 ? dt2 ?

3 . farz gz

i ._\\\r y \ N -

| ] ! : g ou le second membre n’est autre que |’ accélération de T
| ﬁ‘ \ dans R.. Or T a un mouvement circulaire donc
| 4 )

\ I’ accélération est normale telle que :

.'- ® I
Fd Q 2 8
Y L T 5 R —
~— - g dtz = R 1510
%2700 €100 u .
cI*TO* _d gUTO~ | y(r/R)UTOU avec TO=TOg, ouTO et fixe dansleréférentiel R
dtiz = dt& dt =
g %x g % i
®
?deo_ - 9%R/R)UTO? =w(R/IR) UE(R/IR ) UTO?

Donc finalement, £ (M,R/R)) =- mgaal Rc) +W(R/R)) U%‘W(R/ R) Ug‘r@)m oM 99uu
e e 270

FuM RIR) = - mga(T /R +(R/ R) URH(RI R ) UTM &
e

Bilan des forces et pesanteur

F. =-ma, =-2mW Ud,, ) e ﬁe(M,R/RC):-mSaCr/Rc)+W(R/RC)U§9V(R/RC)UT@KA%
e

aFM/R)= mgM) + F,  aec §M)=g(M)+gs(M)+ g, (M)
— —_ M M
forcede gravitation  autres forces appliquées ddau Soleil  ddalaLune

La RFD s appligque pour tout point M, donc également pour la Terre. En supposant que toute
lamasse Mt dela Terre est concentrée en T, nous pouvons écrire que :

M, X&(T/R) =8 F(T/R)=M; {Gs(M)+§_(M))
Donc la RFD appliquée au point M nous donne :
ma(M / R) = (g, (M) + Go(M) + G, (M) + Fupy - 2Ty, Uty )

appl

2. _ _ 2260
) T U UTM S
mggs(T)+9L( ) +Wgr U W
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Si I’on considere le point H comme étant |e projeté orthogonal de M sur |’ axe de rotation de la
Terre, porté par le vecteur rotation Wy,

-
e

mA(M /R) = mG, (M) +w” HM g+ F o - 2MWem ” Uyym)+ M@s(M) - Gs(T)]+ G, (M) - 6, (T)]

le terme [Go(M)- §<(T)]+[d, (M)- g, (T)] est appelé terme différentiel et permet d’ expliquer
le phénomene des marées. On simplifie généralement cette expression en introduisant la

notion de pesanteur. Par définition, le poids P est I’ opposé de la force qu'il faut appliquer &
un point matériel M de masse m pour qu’il soit en équilibre dans le référentiel terrestre local.

Equation dans le référentiel R:

G(M/R)=0 e aM/R)=0

. ® A -
Donc laRFD devient : ma(M /R) = mg%T(M ) +w? HM 2+ F, | + mitermes différentiels| = 0
(7]

B=-F

appl

=, (M) +w* HM %+ termes différentiels]
(7]

Le calcul de chacun de ces termes montre que les termes différentiels est 107 fois plus petit

que

§QT(M)+W2H®M3‘- Par conséquent, il est généralement négligé et on pose

®
g(M) =g, (M) +w? HM le champ de pesanteur terrestre au point matériel M.

Soit M un point de la surface terrestre.
® -
Si M est sur les pbles alors HM =0, nous avons

g(poles) = g, = G, (pdles) = G% = 9,80665ms *
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®
Si M est sur I'équateur, g, et HM sont directement opposés et |g|| prend sa valeur
minimale. g,,, = g; - WR, =9,80665- 3,36.10"* = 9,77305ms ?

La déviation a entre g(poles) = g, = G, (pdles) = G% =9,80665ms* et

d(pdles) = g, = g, (poles) =G% =9,80665ms * est nulle aux poles et a I’ équateur. Elle

est maximale pour une latitude de | =45°. Les calculs montrent que amax=5,9" est trés faible et
qu’elle sera généralement négligée.

Il en résulte finalement que g est généralement prisselon g, donc selon la verticale
descendante. Lors du bilan desforces, on fait intervenir

soit (F,, +F,) soit lepoids P etnon F,_+ P ou encoreF,  +P.

int

Généralement on négligera les variations de Gavec la latitude et avec I'dtitude:
g»g,»98Ims~?,

Autre démonstration : masse a |’ équilibre au bout d'un fil :
Dans le référentiel terrestre, observons une masse a I’ équilibre au bout d’'un fil. Bilan des
forces qu' elle subit :

- laforce de gravitation F, = mg.
- Latensondufil T
- F,=-md, (F_ estnullecar 0, =0), force centrifuge comme pour le manége.

Laforce F, +F, qui est compensée par T (équilibre donc § F =0) est appelée le poids

P. Donc en toute rigueur, P=m(g- d,)=mg n'est pas que le résultat de la force de
gravitation.

On retiendra donc que dans le référentiel terrestre, la force d'inertie d entrainement est
déga prise en compte dans le poids et qu’il n’y a donc a prendre en compte si besoin est,
gue la force de Coriolis. Dans le cas du manége par exemple, nous avons pris en compte
laforce d entrainement car le référentiel du manége n’ était pas le référentiel terrestre.

7.3. INFLUENCE DE LA FORCE D’ INERTIE DE CORIOLIS
Pour que Ific ne soit pas négligeable devant le poids, il faut atteindre des vitesses U trés
€levées. En effet :

F.| [-2m3MR/R)Ud(M/R) _2muXW _2uW_ U

mg, mg, mg, d, " 6,7.10°
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Ains s u = 700ms™ (2500km.h%), F_=1% du poids. Les effets de cette force seront mises en
évidence dans des cas trés particuliers de masses importantes (études atmosphériques,
cyclones). Lors d expériences a grandes durées, ou encore demandant une trés grande
précision, IfiC peut avoir différentes actions et permet d’ expliquer le mouvement des vents,

les courants océaniques, ou encore |’ usure inégale des rails d’ un chemin de fer ! Cette force a
€té mise en évidence par Foucault en 1851.

Cas dela chute verticale d’un objet :
Pour constater de I’influence de F._, considérons simplement la chute verticale d’un objet ;

M(m) est laché sans vitesse initiale, depuis une hauteur /en un point de latitude | . On
négligeici les frottements de I’air. Aing, d' aprésla RFD :

ma(M /R) =m3 - 2mXWMR/R)UT(M /R)
(pasde F,, qui est comprisedans §)

WR/ RO):WéZU :Wx(sinl €, + cosl éy)

0 X zxcosl - yx&nl
a, =-2Wxcosl “ |y =-2Wxx>an |
snl |z X xcosl|

En projetant sur les 3 axes, on obtient :
% =-2Wxz>cos| - y>snl )
y =-2Wxx>dn|
2 =- g+ 2Wxxxcos|

En prenant comme conditions intiales t=0 que |a vitesse est nulle (U (t = 0) = 0, soit

#t=0)=-g ® 2(t=0)=-gt(+0)

) d' ot finalement | X(t) = (Wy cosa ) %
%(t = 0) =- 2Wxgt xcosa - 0)

Il existe donc une vitesse suivant €, . Tout corps tombant en chute libre est, es |’ absence de
perturbation (vent, ...) dévié vers|’Est.

Si on pousse encore plus loin le calcul al’ ordre deux, on peut également voir qu’il existe une
déviation plus faible versle Sud telle que ¥ = - (2><W2 Xg xcosa >vsina)><t2

Cas du déplacement horizontal des nuages :
Plagons-nous dans I’ hémisphére Nord et prenons un nuage qui, poussé par le vent, part un peu
au nord de |’ Equateur avec une vitesse initiale U, , horizontale dirigée vers la Ple Nord. Son
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poids (qui comprend F,) est compensé par la poussée d’ Archiméde et donc la seule force en
plusest F_.

F. =-ma, =-2m(Ww Ud,,,). Sans rentrer dans les détails, il est clair que F,_ est dirigée vers
I’Est : le nuage va étre dévié versI'Est et va ainsi progressivement s enrouler dans le sens des
aiguilles d’une montre. On retrouve ainsi |’ animation graphique d’ une carte météorol ogique.

Si I’on se place dans |I”hémisphere Sud avec un nuage partant de I’ Equateur en direction du
Pble Sud, on va montrer de la méme facon qu'il va s enrouler dans le sens contraire des

aiguilles d une montre (IfiC vers I'Est aussl) : et c’'est ce que la encore, on peut constater sur
une carte météorol ogique.
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CHAPITRE 4 :

L'ENERGETIQUE
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= BUT DU CHAPITRE
= SOMMAIRE DE CE CHAPITRE
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| - INTRODUCTION

Feynman présente la loi de conservation de I'énergie de la fagon suivante : « [la loi
appelée conservation de |'énergie] affirme quil y a une certaine quantité que nous appelons
énergie, qui ne change pas dans les multiples modifications que peut subir la nature.
C'est une idée tres abgtraite, car c'est un principe mathématique; ce principe dit qu'il existe
une quantité numérique qui ne change pas, lorsque quelque chose se passe. Ce n'est pas la
description d'un mécanisme ou de quoi que ce soit de concret; c'est simplement ce fait étrange
gue nous puissions calculer un certain nombre et que, lorsque nous avons terminé d'observer
I'évolution de la nature et que nous recal culons ce nombre, il soit le méme.»

L'énergie mécanique d'un corps soumis a une force conservative ne change pas mais peut
prendre |'aspect d' une énergie cinétique ou d'une énergie potentielle et se transformer en
['une ou I'autre.

Energie = du grec en (qui veut dire intérieur) et ergon (qui veut dire travail) :
étymol ogiquement |’ énergie exprime la capacité emmagasinée dans un objet afaire du travail.
De facon plus scientifique, on pourrait dire que la force est I'agent du changement
(changement de vitesse par exemple) et I'énergie est la mesure de I'ampleur de ce
changement (ce chapitre). « Il est important de réaliser que dans la physique d’aujourd’ hui,
nous n’avons aucune connaissance de ce que I’ énergie est », disait Richard Feynman, Prix
Nobel de Physique, 1965. L’ énergie peut étre percue assez facilement comme le colt d' un
effort qu'il a fallu faire pour déplacer un objet, colt facilement quantifiable en terme
d’ argent : colt du plein d essence pour alimenter e moteur de notre voiture ou colt de ce que
I’ on achéte pour manger et nourrir nos muscles....

Il - TRAVAIL D'UNE FORCE

2.1. Définition
Une force dont le point d'application se déplace peut mettre en mouvement un corps,
modifier sa vitesse, le déplacer ou encore changer sa température, son aspect, etc. Ces

constations permettent de définir le travail d'une force. Le travail élémentaire d'une force F
qui sexerce sur un point matériel mobile M est le produit scalaire de la force F par le
déplacement éémentaire dOM du point M:

dW = F xdOM

Lorsgue le déplacement se fait d'un point de départ A a un point d'arrivée B, il faut
sommer tous les travaux éémentaires dW le long du chemin suivi pour obtenir le travail
total :

W5 = QAW = ) F xdOM

Le travail est donc une intégrale curviligne calculée le long de la trgjectoire. Le travail
total W est, en régle générale, fonction du chemin suivi et n'est pas une différentielle totale

exacte.
B —

Wy = Q Fd/
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Letravail est donc un scalaire, une grandeur algébrique qui s'exprime en Joule (J)

Rappe! : Soit une fonction f(x,y,z) des trois variables d'espace. df est la différentielle totale
exactede lafonctionf g :

of _E’@'—f9><o|x+a@'f Oscly +3@'_f9>dz
gdy

e dx g eera

Et dans ce cas 5 df =Df se calcule uniquement en fonction des coordonnées des points A et

B. Auss, s dW peut se mettre sous la forme d'une différentielle totale exacte, alors le travail
ne dépend alors que du point de départ et du point d'arrivée et n'est plus fonction du chemin
suivi.

Exemple : Des livres trainent sur le sol et vous voulez les ranger sur I’ étagere: il vous faudra
fournir de I'énergie pour les monter jusque la. Un livre bien rangé tombe sur votre téte de
cette méme étagére : vous avez mal. Ces deux situations ont un point commun: on une masse
qui se déplace, dans un cas vers le haut, dans I’ autre cas vers le bas, et vous expérimentez
alors deux situations : dans le premier cas, vous avez fourni de I’ énergie pour monter le livre,
dans le second cas, vous avez recu de I’ énergie (celle qui a provoqué la douleur). Si vous avez
fourni de I’énergie au livre dans le premier cas, ¢’ est que spontanément, le livre ne peut pas
monter tout seul : laforce du Poids qu'il subit tend au contraire ale faire aler toujours versle
bas et s il ne descend pas plus bas que le sol ¢'est tout simplement gu’ une force de réaction
du plancher I’en empéche (on I’ appelle la Réaction). Les molécules des fibres du bois sont
suffisamment résistante de part leur liaisons chimiques pour s opposer a la force du Poids.
Donc, pour ranger le livre, vous avez d0 déplacer la masse dans un sens opposé a celui que la
force Poids impose. Et |'énergie que vous venez de fournir est d’ autant plus grande que
I étagére sera haute. Dans |’ autre sens, le livre vous fera d' autant plus mal (il vous transmettra
plus d’ énergie) qu’il tombera de plus haut.

Puisque W dépend du point de départ et d'un point d arrivée, il apparait que la grandeur W
dépend du référentiel d’ observation : dans un train en mouvement, montant une pente, monter
son sac de voyage sur |’ étagére ne colte pas beaucoup d énergie vu de I'intérieur du train
(hauteur = 2 metres) que de I'extérieur (hauteur située a 10 metre par exemple puisqu’il
monte). 2 référentiels : le sol et letrain'!

2.2. Travail moteur, travail résistant
Le travail est un nombre positif ou négatif qui est le produit de I'intensité d'une force F
en Newton par un déplacement d/ en metre.

Si laforce est dans le méme sens que | e déplacement, le travail est moteur et le
produit scalaire est positif (W > 0). La force fournir de I’énergie a I’ objet qui
recoit cette énergie (gain).

Si la force soppose au déplacement, le produit scalaire est négatif et le travail
est résistant.( W < 0). Laforce 6te de I’ énergie al’ objet (perte).
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Dans le cas ou le déplacement du point dr sur lequel sexerce laforce F et
toujours perpendiculaire acelle-ci, le travail est nul.

C'est e cas par exemple du travail de laforce du Poids d’ une armoire que I’ on
fait glisser sur le sol horizontalement. On fournit de I’ énergie certes mais il faut
fournir une autre force pour faire le déplacement : la force de frottement. Mais on
sait bien que pousser une trés lourde armoire sur un parquet est tout a fait possible
alors que la soulever, déja plus dur !

C'est aussi le cas de la force de Lorentz: F = qu UB ou celui de laforce de

Coriolis F, = - m(2W,, U, ). Dans les deux cas, la force est perpendiculaire
au vecteur vitesse donc au déplacement : le produit scalaire est donc nul !

Letravail quantifie letransfert d’énergie a un objet lors de son déplacement sous
I"influence des forces.

Sous quelles formes cette énergie transférée va-t-elle se retrouver ? Nous alons voir qu'il
existe deux formes: I’ énergie cinétique et I’ énergie potentielle.
Fin cours 8

2.3. Forces conservatives et non conservatives

Prenons une force dissipative comme la force de frottement: comme la force est toujours
opposée au déplacement, on a un travail résistant (W<0), ce qui correspond a un objet qui
céde de I’ énergie et qui finira par s arréter. || apparait naturellement que le travail d'une telle
force dépend du chemin suivi pour aler d’un point a un autre. Il perdra moins d’ énergie en
allant en ligne droite entre le point de départ et le point d’ arrivée que par tout autre chemin
possible.

On peut arriver a la méme conclusion (que le travail dépend du chemin suivi) pour
d autres types de forces que les forces dissipatives. Par exemple les forces qui dépendent du
temps soit explicitement (force d’ appui du pied sur le sol), soit implicitement (les forces qui
dépendent de la vitesse comme la force de Coriolis ou laforce de Lorentz). La dépendance en
temps fait que naturellement, si pour aller d’un point a un autre on emprunte des chemins
différents avec des temps de parcours différents, le travail dépendra du chemin suivi. Ces
forces sont dites non conservatives. Il n’existe donc pas une fonction primitive de I’ éément
différentieldW . On dit que dW n’'est pas une différentielle totale exacte d’'ou la notation d
(delta minuscule) et non dW. Par conségquent, ne sachant pas si les forces appliquées sont
conservatives ou non, nous écrirons par défautdw .

Pour des forces conservatives, dW est intégrable. 1l existe donc une primitive telle que W
soit unique. On peut donc écrire dW. C'est par exemple le cas du Poids, de la force de
gravitation, de laforce éectrostatique ou de la force de rappel d un ressort.

Lesforces qui dépendent du chemin suivi sont dites Forces non conservatives. Les forces
conservatives sont donc des forces qui ne dépendent pas du chemin suivi.
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2.4. Exemple de calcul detravail : letravail du poids
Soit un point matériel mobile M de masse m se déplacant d'un point A & un point B et

soumis ala seule force de pesanteur P =mg = - mge, .

—_—

AW, = F xdOM = - mge, {dx>e, +dy e, +dz>e, )= - mg>dz

P

Dans ce cas, le travail éémentaire est une différentielle totale exacte: dW =dW. Le
travail du poids ne dépend donc que de I'altitude z des points de départ et d'arrivée

B
WEZQ_ mg>dz:'mg>‘(zs' ZA)

Lesforcestelles que le poids dont le travail ne dépend pas du chemin suivi sont dites
conservatives.

2.5. Exemple de calcul detravail : letravail de la force de gravitation
Soit un point matériel mobile M de masse m se déplacant d'un point A aun point B dans
le voisinage d'une masse M située au centre du repére lié au référentiel A. Il est soumisa la

o = mM — . .
force de gravitation: F =- Gx——->e, . Letravail aalors pour expression :
r

B

W, = ) GXb sl = G oM -
F

&l 1
r e Iy

6
]

2.6. Exemple de calcul detravail : letravail dela réaction d'un support

La réaction d'un support R peut étre considérée comme la somme d'une composante
normale Eh[ et d'une composante tangentielle ﬁ{ . R= ﬁ + ﬁ{ . Quand un corps se déplace
sur le support suivant une trajectoire connue, la réaction tangentielle est toujours opposée a la
vitesse du point M: ﬁ =-f >«; dans le cas d'un frottement solide (f est le coefficient de

frottement) ou ﬁ{ =-au >«; dans |e cas d'un frottement visgueux.

Letravail aalors pour expression :
W, = (R>ds>e; = () Ry xds
C C

s s désigne I'abscisse curviligne du point M sur la trgjectoire C. Dans le cas d'un frottement
solide, le travail dépend du chemin suivi et plus précisément de sa longueur totale du chemin
parcouru :

Wﬁ =-fx

Il - ENERGIE POTENTIELLE
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3.1. Relation entre travail d'une force conservative et énergie potentielle
Dans le cas ou le travail d'une force est une différentielle total e exacte, on dit que laforce
est conservative. Son travail peut donc sécrire:

W5 = () AW = () F xIOM

W,, s ne dépend que des caractéristiques des positions initiale A et finale B du point mobile

M soumis & la force conservative F . Dans ce cas, on peut donc écrire W, , sous la forme
d'une différence de deux valeurs appel ées énergies potentielles :

Wee s ='(EE' ES)Z-DEp

Le signe - signifie que I'on considére que I'énergie potentielle du point matériel doit diminuer
quand le travail de la force qui Sexerce sur ce point est moteur : DE  =-W,,, Ou encore

— Conservatives
dE, =-dw ™ :

p

L' énergie potentielle est ainsi définie a une constante pres qui dépendra des choix
arbitraires que I'on fait pour fixer I'origine des énergies potentielles dans telle ou telle
situation. On prendra si possible une origine ou celles-ci sont nulles. Il est a noter que ce qui
comptera par la suite sont les variations de cette énergie. La constante ne jouera donc aucun
réle.

Dans ces conditions, I’ énergie potentielle en un point matériel M sera la somme de toutes
les énergies potentielles correspondant a toutes les forces conservatives qui agissent sur lui.

3.2 Relation entre force conservative et énergie potentielle
dW = F xdOM = F, xdix + F, xdy + F, xdz

e TE,

><dx+g— TE, e E,
1%

xdy + g —%dz

e 1E, 6
0 =

e - ; %

X g

Pour une force conservative : dEp =-dW. On en déduit ;

1E,
Ix
~ ME
F=, |-—°
el qy
1E,

Iz

ouencore F =-grad E,

Une force conservative dérive (par rapport aux variables d'espace) d'une énergie potentielle.
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3.3. Exemple : Energie potentielle de pesanteur
La force de pesanteur (poids) n'a qu'une composante -mg selon |'axe Oz : P=- mg ><<?Z .
L'énergie potentielle de pesanteur ne dépend que de l'altitude z et :

-me=- dz

En intégrant : E, =mgz+Cste. L'énergie potentielle est toujours définie a une
constante prées. On choisit généralement une origine des énergies potentielles telle que E;=0
pour z=0. Dans ces conditions |'énergie potentielle de pesanteur sécrit :

E, =mgz

3.4. Exemple : Energie potentielle de gravitation
Le travail de laforce de gravitation sexercant sur une masse m par une masse M sécrit
en fonction de la distance r séparant les masses:

@l 10
W. = GxmM 112 o

rB rA ﬂ

En choisissant une énergie potentielle nulle quand I'interaction de gravition tend vers
zéro, c'est a direa l'infini, il vient :
Ep =-G xﬂ
r

3.5. Exemple : Energie potentielle élastique
Laforce de rappel élastique exercée par un ressort d'axe Oxest: F =-kx/- ¢ )%, . k

est la constante de raideur du ressort, ¢ salongueur et ¢, salongueur au repos (ou avide).
Onpose x = (¢ - /) I'allongement du ressort. On adonc :

—

=-k><x>€
dW = F xd/ = F >d/ xex = - kxxxdxoe, = - dE,
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En intégrant sur lavariable x, il advient :
1 2
E, = X>xx" +Cste
2
On choisit généralement une origine de I'énergie potentielle telle que E, =0 pour x=0.

Dans ces conditions I'énergie potentielle élastique sécrit :

E, =1><k><x2
2

IV - ENERGIE CINETIQUE
4.1. Théoréme de I'énergie cinétique
Soit un point matériel mobile M soumis a plusieurs forces. La deuxieme loi de Newton
lie la somme des forces (conservatives et non conservatives) qui sexercent sur le point
matériel et |'accélération de ce point dans le préférentiel :
é E(M/R) = m><§(M /R)
La somme des travaux des forces qui sexercent sur M est :

B— _— B

A W. =§ F xdOM = )& F dOM =m@a(M / R)>dOM

et donc :

o _ \Bdu(M/R) _ B dO—I\/I _ = _ él -2 l]B
aw. = mQT xdOM = quu(M,R) XT = quu(M,R) My r) = gEW(M/R) ’

.

S w. = Ling? 1 -2 1 -2 1 -2
avwWw. =—nmu - —mu =—MU fin = — MU debu
F o (B/R) > (A/IR) > > t

On constate que le travail peut se mettre sous la forme d'une différence de deux
grandeurs qui dépendent de la vitesse du point M a deux instants différents. Ces grandeurs
sappellent |I'énergie cinétique qui a donc pour expression :

E = m>u(2M/R)

C

N

Nous venons donc de faire apparaitre une nouvelle forme d énergie E, ou ¢ désigne
I"initiale anglaise k (pour kinetik, nommée ainsi pour la premiéere fois par Lord Kelvin en
1849). Comme la quantité de vitesse est une quantité qui dépend du référentiel, I’ énergie
Cinétique est encore une quantité relative. Cette énergie E; a par convention une constante
nulle : pas de vitesse donc pas d’ énergie cinétique.
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La variation de I'énergie cinétique est donnée par e théoreme de I'énergie cinétique ;
Au lieu de sintéresser a la variation de I’ énergie cinétique entre deux instants discrets, on
sintéresse a celle-ci entre deux instants infiniment proches, séparés de dt, ou entre deux
points infiniment proches du chemin séparésdedl :

dW, . =§ F.d =madi = m‘i—‘: dl =mdvy = d(% mv?2) = d(% mv?) = dE,

Ladifférentielle del’ énergie cinétique est égale au travail éémentaire de toutes les

f orces: dEC — dW Econservativ% + dW Enon_conservativ% — dWé -

Que I’ on peut également écrire sous la forme suivante aprés intégration :

_ 2 Q _ 2 conservatives 2 non__conservatives
DEC—aWE avec aWE—a_WE +aWE

[} . -
aWE est la somme des travaux des forces conservatives et non conservatives :
é WE - é Wconservatives + é Wnon_conservatives .

F F

4.2. Puissance instantanée

La puissance moyenne est le travail mis en jeu par unité de temps, c'est-a-dire par
seconde. Elle s exprime donc en Joules.seconde™, que I’on appelle le Watt (W). En 1783,
James Watt mesura qu'un cheval exerce une force de 660N pour avancer a 4 kmh, ce qui
représente 736 Waitt et il appela cette quantité puissance 1 cheval-vapeur, cv ou horse hp en
anglais. Une personne normale en activité consomme typiquement 75 Watt.

Entre deux instants séparés de Dt, |a puissance moyenne sera donc |e rapport Prme,=W/Dt.

Pour les mémes raisons que pour le travail, la puissance peut étre:
- positive : F et v sont dans le méme sens, on parlera de puissance motrice
- négative :F et v sont dans des sens opposés, on parlera de puissance résistante.

La puissance instantanée p- d'une force est la dérivée par rapport au temps du travail
pF

soit le produit scalaire de la force F par la vitesse J(M/R) du point matériel mobile M sur
lequel sexerce cette force.

—

W,z — doM _—
_RF 2 _
PE i =F " =Fum/r)

Le théoréme de I'énergie cinétique peut se formuler en fonction de la somme des
puissances des différentes forces conservatives et non conservatives qui sexercent sur le point
M :

dE
dt

“=ap-*tap_=ar

Fne ar
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La dérivée par rapport au temps de |’ énergie cinétique est égale a la puissance instantanée

o]

dE
detouteslesforces: dtc =a

o}

ar’

V - ENERGIE MECANIQUE

Nous avons vu qu'il existait deux types d énergie : I’ énergie effective (qui dépend de
lavitesse = énergie cinétique) et I énergie potentiellement récupérable (énergie potentielle).

5.1. Energie mécanique d'un point matériel soumisa une force conservative

Par définition de la variation d'énergie potentielle d'un point matériel M soumis a une
force conservative est égale a |'opposé du travail de cette force au cours du déplacement du
point M: DE, :_WE' En appliquant le théoréme de I'énergie cinétique, on obtient :

DE, = 'WE = - DE_, soit entre deux instants initial et final :

Eginale + chinale - Eipnitiale + E(i:nitiale - CSte ou encore DEC + DEp - O

L’ énergie mécanique est définie par la somme des énergies cinétiques et potentielles.

Il existe une grandeur appelée énergie mécanique E = E, + E, qui demeure constante

pour un corps soumis a une force dérivant d'une énergie potentielle. L'énergie mécanique se
conservant, une force qui dérive d'une énergie potentielle est dite conservative.

) . , S e dE
En présence de forces uniguement conservatives, I’ équation différentielle dtm est

I'intégrale premiére du mouvement.

Fin cours 9
5.2. Théoreme de I'énergie mécanique
Soit un corps ponctuel soumis a plusieurs forces conservatives et non conservatives. On

— _ 0 —
note é_ F. la somme des forces conservatives et g F,. la somme des forces non

conservatives. Une énergie potentielle est définie pour chague force conservative. La somme
des travaux des forces conservatives sera égale a 1'opposé de la somme des variations des
énergies potentielles :

o]

o B— — o)
aWF_c =a QFc xdl =- g DE,
En appliquant le théoréme de |'énergie cinétique :

W=3W._ +§W_ =DE, or §WF.=-§ DE,

soit :
-a DEp+éWF_NC =DE, donc: DE ,+§ DE, =g W—

FNC
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Lavariation d'énergie mécanique E, = E. + E, entre deux instants du mouvement
est égale au travail desforcesnon conservatives: DE,, = DE, +§ DE, = aw—

FNC

Fin cours 9

Le théoréeme de I'énergie mécanique peut se formuler différemment. La différentielle de
I'énergie mécanique est égale au travail éémentaire des forces non conservatives et sa dérivée
par rapport au temps est égale a la somme des puissances instantanées des forces non
conservatives :

dE, =q dW_  cequi donne d;m =a P—

5.3. Exemple d'application du théoreéme de I'énergie mécanique : le pendule simple.

Soit un pendule simple constitué d'un fil OA de longueur ¢ sans masse, a I'extrémité
duquel est suspendue une masse ponctuelle m. O est I'extrémité fixe du fil. On note
j =(Ox,0A) laposition angulaire du pendule. Ox est verticalement dirigé vers le bas, Oy est

horizontalement dirigé versladroite. On a OA=/ >€ et Upg) =0 >€ :
L'énergie potentielle de pesanteur E, = - mgx + cste est choisie nulle pour j =0 :
E,=mg/{l- cosj) car DE, =-W=-F
L'énergie cinétique sécrit :
E =_m>u(2A/R) =%m>c(g>j')2
L 'énergie mécanique a pour expression :
E,, = mg/ X1- cosj )+%m€zj'2 =E, +E,

L'intégrale premiére du mouvement sobtient en dérivant cette expression par rapport au temps

m=_—¢4 =mg/j sinj +mj = -
- g S med s iim=ap;,

S0it :

dE L
= {gsnj +47)

En I'absence de force de frottement, les forces exercées sur le point matériel sont la
tension du fil T et le poids P. Le poids est une force conservative. T est normae a la
trgjectoire, sa puissance est donc nulle (T »u (arr) = 0).
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On peut donc obtenir I’ équation différentielle du mouvement du pendule :

d('im =8 p._=0=myj gsinj +4") soit j"+%sinj =0

5.4. Sabilité d'un systéme, position d'équilibre

Un systéme est en équilibre quand sa vitesse est nulle: J(M/R) =0.

Les positions d'équilibre sont alors déterminées par la valeur de I'énergie potentielle.
En effet s I'énergie mécanique est constante, la position d'équilibre est obtenue pour les
valeurs de la position du point mobile pour lesguelles, I'énergie potentielle est elle aussi
constante. Si on note g la variable de position et ge la position d'équilibre, alors:

Equilibre Equilibre stable : Equilibreinstable :

aslE | ’E_0 ’E_0
FE a0 o <
9 a, da” g, daa” g,

Exemple : gouttiére parabolique

&E 6 al“E 0
E, =mgz=mgax® b g Pr=2mgax P é—"jz 2mga
La position x.=0 est une position d’ équilibre et cette position est stable.

Exemple : pendule ssimple

E =mg/(l- cosj ) b PIE, 0 mglsinj b RIE, 0 mg/ cosj
i § a5 é dg*

Laposition j <0 est une position d’ équilibre et cette position est stable alors que la position
] e=p est une position d'équilibre mais instable
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CHAPITRE 5 :

L' OSCILLATEUR HARMONIQUE

A UN DEGRE DE LIBERTE
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= BUT DU CHAPITRE

- donner une idée de I’importance exceptionnelle de ce mouvement périodique ;

- montrer que le systéme masse-ressort, le pendule simple, le circuit LC se comportent
comme des oscillateurs harmoniques dans certaines limites ;

- établir que la fréguence du mouvement est indépendante de I’ amplitude de I’ oscillation,
et préciser le mouvement et son aspect ;

- éudier I'influence d’'un amortissement (toujours présent dans la nature) sur le
mouvement et |’ énergie mécanique ;

- chercher la «réponse» de I'oscillateur & une « sollicitation » sinusoidale. Mettre en
évidence |e phénomene trés important de résonance. Définir |'impédance en mécanique et
électricité, avec exemples al’ appui.

= SOMMAIRE DE CE CHAPITRE
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| —OSCILLATEUR NON AMORTI.

1.1. Définition
La variable caractéristique du systéme physique étudié est notée d’une fagcon générale q
lorsque le type du systeme (mécanique, électrique...) N’ est pas précisé.

Suivant le type de systeme, q représente la position d'un point matériel, une intensité, ou une
tension électrique, la charge portée par un condensateur, un moment dipolaire, une densité
moyenne d’ éectrons dans un plasma...

gk xv,2q,i,u,q,

Lorsgue le type du systéme est défini, la notation correspondante de q est utilisée. La fonction
g(t) décrit alors I’ évolution du systeme au cours du temps. Les dérivées premiere et seconde
par rapport au temps sont notées respectivement :

dat) _ ... _ . dzq(t) _ ...\ _ .
T—Q(t)—q et W—Q(t)—q

Considérons un systeme physique a un degré de liberté dont les oscillations au cours du temps
sont décrites par la variable dynamique q(t), le systéme constitue un oscillateur_harmonigue
s q(t) satisfait I’ équation différentielle :

d2q(t)
dt?

+W20(t) =0 ou o'(t)+wiqt)=0 ou G+w’q=0

W, est une constante positive appel ée pulsation propre, caractéristique de I’ oscillateur. Elle
Sexprimeen rad.s”.

La solution q(t) de I’ égquation différentielle (ou réponse de I’ oscillateur) décrit les oscillations
libres du systeme. Q s exprime en unité Sl de la grandeur physique concernée.

1.2. Solution mathématique : réponse q(t)

L’ équation (‘1+W§q =0 est une équation du second ordre sans second membre. Les
solutions recherchées sont du type :

(t) = Avexplr *)

Aprés dérivation de |’ expression précédente, nous obtenons :

o(t) = Axexplr 1)
qg=Arexprt) oit [F2+wW. =0
6= Ax2exp(r %)
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Le calcul du discriminant est négatif donc les deux racines de |’ équation sont imaginaires
tellesque r =+ jw, . Lasolution peut donc s écrire sous laforme :

q(t) = Asexp(jw,t) + Boexp(- jw,t)

Rappels mathématiques :

2>cos(w,t) = exp( jw,t) +exp(- jw,t) exp( jw,t) = cosiw,t) +  sin(w,t)
2] »sin(w,t) = exp(jw,t) - exp(- jw, 1) exp(- jW,t) = cosiw,t) - j>an(w,t)

La solution q(t) peut finalement s écrire :
a(t) = (A+ B)>cosw, )+  {A- B)>sin(w, %)

Que |’ on peut écrire:

q(t) = C>codw,t) + jD>sin(wt)
O(t) = G >COSW,E +] )
A(t) = G >SIN(W,E+Y )

OU Ormax représente I’ amplitude
j_ représente la phase initiale de laloi g(t) de période T, = il
W0

La réponse ((t) est harmonique. On retrouve la définition de I’ oscillateur harmonique donné
dans I'introduction. La solution de I’équation étant trouvée, il reste a déterminer les deux
constantes (C,D OU Qmaxj OU Omax,Y ). Dans un probleme physique, ces derniéres sont
déterminées par deux relations qui décrivent I'état initial du systeme: on les appelle
conditionsinitiales. Elles s écriventat =0:

qt=0)=q, et q(t=0)=q,=¢q,

La réponse q(t) est alors unique.

q(t=0)=q, >0

Ces conditions initiales sont genéralement choisiestellesque: L
qt=0=9,=9, =0

On montre alors que Gmac=o € ] = 0 ce qui donne finalement : [a(t) = g, >cosiw,t)
Fin cours 10
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Repr ésentation temporelle de la réponse :
- ""

1.3. Etude énergétique : Energie mécanique, cinétique et potentielle.

Prenons le cas précédent d’'une masse m accrochée a un ressort de raideur k et de
longueur a vide 7. En I"absence de forces de frottement, le systéme n’est soumis qu’a des
forces conservatives. On peut par conséquent écrire le théoreme de I’ énergie mécanique tel
que:

dE,, (t)
dt

=0 P E,()=E,(t)+E/(t)=C*

Il suffit donc d’ écrire les énergies cinétique et potentielle, d’ en faire la somme et d'en faire la
dérivée pour en déduire I’ énergie mécanique. L’ énergie mécanique étant constante, on peut
d ores et déja constater qu’'une augmentation de I'énergie cinétique se traduira par une
diminution de I’ énergie potentielle et vice et versa.

1 1
E.(t)==mu’ ==mx*
2 2 ) soit %=m+m=o
Ep(t)z-c‘,f>«o|2=-c‘{-k><x)>«o|x=k><x7
Ce qui nous donne I’ équation :
o k _O U 2 _O .
X+E><X— ou X+wy XX = Xox =% € ] =0

avec pour solution : —
avecw, :\/% e T, zzp\/g X(t) X0>COS(W0t)

On peut donc décrire les énergies potentielle et cinétique dans le temps et en déduire I’ énergie
mécanique :

E.(t) =%m>’<2 =%m><x§ w2 xsin 2 (wit)

X2

B, () =k = % k xx2 xc08® (W,t) = = mxw? xx2 xcos? (w,t)

N |-

£ () =2k
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Les énergies cinétique et potentielle varient
en fonction du temps. Leur somme reste
constante et égale al’ énergie mécanique. Il y
a, a tout instant, transformation d énergie
d'un type a I'autre. Eq(t) et Ey(t) sont des
fonctions sinusoidales de période To/2 et de
valeur moyenne E/2

E. et E, définies par les expressions
précédentes ont des valeurs positives ou
nulles. L’ énergie mécanique est fixée par la
vaeur E déerminée par les conditions
initiales. Le graphe montre que les
oscillations de m sont limitées dans un
domaine précis: - x, £ X£ X,

1.4. Exemple d’un oscillateur mécanique : masse — ressort horizontal
Leressort est caractérisé par saraideur k et par salongueur a vide / ,(sans déformation,

sans étirement). Son extrémité O; est fixe, la masse m est accrochée a I’ extrémité de O. La
masse du ressort est négligeable et son éasticité supposee parfaite.

[Elasticité parfaite : k= c™

Les positions sont repérées sur I'axe (O, € ) comme indiqué sur lafigure, le référentiel est

galiléen.

* AL'EQUILIBRE :

A I"équilibre, le ressort ne bouge pas, sa longueur est sa longueur a vide /. Sa masse est
immobile en position O, appel ée position d’ équilibre.

0z

Longueur du ressort al’ équilibre: 1, = 0,0
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Laforce de pesanteur P et laréaction normale R, s équilibrent: P+ R =0

* MISE EN MOUVEMENT :
Pour mettre en mouvement le ressort, on écarte la masse du point O au point A, soit d’une

distance OA = x, . Puis on lache le ressort :

- soit sansvitesseinitiale: X'(t=0) =%, =0
- soit avec une vitesse initiale, positive ou négative : X'(t = 0) = X,

On définit ains les conditions initiales du systéme.

* EN MOUVEMENT :
Le ressort et la masse m sont maintenant en mouvement dont |’ équation est déterminée a
partir des forces qui S appliquent sur le systéme. La position x(t) de la masse m atout instant t
est donnée par :

x®)=(0- 14)=(c-¢,)

o, Ay, AL A O, M AAA x

IE>rrt :_k>(€_ fo)éx :_kxX>éx
P=-mg>g,
R, =R, %,

Ce qui nous donne suivant |’ axe des x :

N .
X+—>xx=0 ou X+w.xx=0
m

avecw, :\/% et T, :Zp\/%

La solution de I’ équation se met sous laforme :

X(t) = X >COS(Wot +] )
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Recherche de la réponse x(t) avec les conditions initiales :

X(t) = X, >Cos(W,t +j ) X(t =0) =OA =Xy = Xya >COS(] )
X = - X 4, )sin(ugt +] ) 2O X(t=0) = 0= - %, Xw,)sing )

Xoax =% € ] =0
X(t) = X, >cos(w,t)

Bilan pour le systéme masse-ressort :

W, T Solution Energie Totale

= X +j 1 . 1
% 2p % % X Xomos(wo J ) Em(x2 +W§X02):Ekxg

1.5. Exemple du pendule simple (fil de longueur constante et de masse m).

Plusieurs méthodes conduisent a I’ équation de I’ oscillateur : relation fondamentale de la
dynamique, théoreme du moment cinétique, théoréme de I’ énergie cinétique, théoreme de
I’ énergie mécanique.

En appliquant la RFD au systeme:
— — ®
O P+T=ma(M/R) avec OM =/€ ® U(M/R)=/j"§
[ aMI/R) =("8 - (j'*&

Te[fle e [T]>0 e P=[Bleos & -sni g)

4 iPxcosj - T=-m¢j? suivant &
m Donc | . : ~
f- P>anj =m/j” suivant §

..___i:»/
% r "'!'u"a
-} E

. D’ou I’ équation du mouvement : j"+%sinj =0

En appliquant la TM C au point O fixe:
. . ® . ®
M,(T/R)=0=OM" T e M,(P/R)=OM" P

- _ ® _

Mo(P/R)=OM" P=r& * Pcosj & - sinj & )=-(Psinj &
- ®
Lo(M/R)=OM" mi(M/R)=(& "~ m( & =mi7 g,

Donc en appliquant le théoreme du moment cinétique, c'est-a-dire en effectuant la dérivée,
Nous avons :
édL u _é . \0
edL,(M /R)U _ éd (m€2 : éz)

u 2-.- — - -
== - =m¢g e car & fixedansR
ee_ dt OR Sdt HR J Z pA
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e M/RE 2 M@E/R) O |"+Zsnj =0
é dt O m

Soit

En considérant |’ approximation des petits angles (petites oscillations), nous pouvons dire par
un développement limité autour de la position 0 que sinj ~j . L’éguation du mouvement
peut alors s écrire :

j+2j =0
m

On est donc en présence d’'une équation différentielle du second ordre sans second membre,
de type oscillateur harmonique que I’ on peut réécrire sous laforme :

i +wZq =0 avecwoz\/% et T0:2p\/%

Bilan pour le pendule:

W, T Solution Energie Totale

g [l Tt g 7)=Dg

4 g

1.6. Exemple du circuit oscillant LC.

Soit un circuit a courant variable constitué par un condensateur de capacité C et une
inductance L (self) montés en série. Les conventions de signe (cf figure) sont telles que I'on
at :

dq

t

L’inductance L est le siége d’ un phénomeéne d’ auto-induction avec apparition d’une f.em qui
tend a s opposer au courant |. On adonc :

Upe =0=U g +Ugc = (V5 - V) + (Ve - V)
Et en utilisant la convention récepteur, nous avons donc :

U e :(\/B-VA):g;

dl
U.. = -V,) = Lx—;
BC (VC B) dt

D’ ou en remplagant dans la premiére équation, nous obtenons :




Bilan pour lecircuit LC:
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W, T Solution Energie Totale

i 2p x/LC a=d, >COS(W0>¢+j ) EL(qz +quz)ZEQ_§

LC 2 0 2C
Fin cours 11

Il —OSCILLATEUR HARMONIQUE AMORTI PAR FROTTEMENT FLUIDE.
Nous nous intéressons maintenant a des systemes physiques a un degré de liberté, soumis

a une force de frottement fluide F, =-a I (responsable de I’amortissement), en régime
libre, évoluant dans un référentiel galiléen.

2.1. Equation caractéristique
On reprend la configuration précédente en y gjoutant un frottement visgueux (le plus

courant) sous la forme d'une force F, =-ax. L’équation différentielle du mouvement
(origine prise au niveau de la position d’ équilibre) est donc :

a

X+—>’<+£x=0

m

m

qui peut s écrire sous laforme normalisée :

Avec wg =£ la pulsation propre (rad.s‘l) et | =zxy, zzi
m

X+ 2l x+w;x=0

d amortissement de I’ oscillateur (sans unité).

Ou encore

mew,

Avec Q =

. Wo .
X+—2X+W.Xx=0

le facteur de qualité (sans unité).

Bilan pour le pendule simple ou le circuit oscillant :

avec z le coefficient

Type oscillateur W, Equation I
Pendule simple 9 mlq +a‘q +mgq =0 a
N 2m
1 U«
. = L+ Rg+—2 = —
Circuit RLC LC q+rdq C 2L

86




Cours de Mécanique du point (Y ann Cressault)

2.2. Solutions de I’ équation différentielle

L’ equation x+6°x+w§x: 0 est une equation du second ordre sans second membre.

L es solutions recherchées sont du type::

x(t) = Asexplr %)

Aprés dérivation de |’ expression précédente, nous obtenons :

x(t) = Aexp(r %)
)'(=A>¢>GXF(I'>¢) soit r2+ir+£:0
%= Axr2>exp(r %) mom

Que |’ on peut aussi écrire:

W,
r’+—=Lr+w?=0

Le discriminant de cette équation du second degré est :
w2 &l 0
=2 - dwg =W§g—2- 4z
a

La solution finale dépend donc di signe du discriminant D.

2.3. Régime pseudo-périodique
Si D est négatif (C'est-a-diresi Q > %, z< 1, amortissement faible), la solution est dite
pseudo-périodique. Les deux solutions de |'équation caractéristique sont complexes

conjuguées :
r=-%ij% 4- i2=-zijwa
2Q 2 Q

La solution x(t) peut donc s écrire sous laforme :

X(t) = Cexp(r, %) + Dexp(r, ®) =[Acos(w,t) + Bsin(w,t)[exp(- z %)

La grandeur w, = % 1- 4—(132 est la pseudo-pulsation. On ne parle aors pas de pulsation

car x(t) est composée d’'une fonction sinusoidale de pulsation w, amortie par une fonction
exponentielle.

Remarques: I'exponentielle en facteur dans x(t) peut s écrire exp(-t/t) avec t=2Q/wp la
constante de temps du systéme, qui chiffre la durée caractéristique de I’ évolution du systeme.
On parle aussi de relaxation. La pseudo période est T,=2p/w; et le facteur de qualité donne
I’ ordre de grandeur du nombre d’ oscillation (de pseudo périodes) visibles.

87



Cours de Mécanique du point (Y ann Cressault)

2.4. Régime apériodique
Si D est positif (C'est-a-diresi Q < Y2, z> 1, amortissement élevé), la solution est dite
apériodique. Les deux solutions de I’ équation caractéristique sont réelles et négatives:

W, W, /1
h,=-——[—-4 avec r, >r
1/2 2Q 2 Qz 1 2

La solution x(t) peut donc s écrire sous laforme :

X(t) = Cexp(r, %) + Dexp(r, %)

L’ amplitude décroit sans oscillation. La durée caractéristique (temps de relaxation) t de ce
régime est t =-1/r;.

2.5. Régime critique
Si Dest nul (Cest-a-dires Q = %2, z= 1), la solution est dite critique. La solution est

W . -
double r =- ﬁ . Lasolution x(t) peut donc s écrire sous laforme :

|x(t) = (A+ Bt) exp(r >1)]

L’ évolution est une limite du cas du régime apériodique. La stabilisation en x=0 est la plus
rapide des trois régimes. La durée caractéristique est t = 2Q / .

amortssenient criique (¢)

_~ mouvement apériodique (b)

_ mouvement oscillatoire
/" amort (a)

___________
\
A\
<
\
\
\
\
\
\
L
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